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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation und Problemstellung

Als in den ersten Jahrzehnten dieses Jahrhunderts die Quantentheorie ent-
wickelt wurde, gingen die ersten Quantisierungsvorschriften von einer klassi-
schen Beschreibung der mechanischen Systeme aus. Die von Bohr und Som-
merfeld vorgeschlagene Quantisierung der Wirkungsvariablen wurde 1917
von Einstein ([Ein17]) in groftméglicher Allgemeinheit angegeben!. Gleich-
zeitig wies Einstein auch schon darauf hin, daf} das Verfahren eine Blitterung
des Phasenraumes in invariante Tori bzw. die Existenz hinreichend vieler
Konstanten der Bewegung voraussetzt und dafl die meisten mechanischen
Systeme diese Bedingung nicht erfiillen.

Nach der Entwicklung der Quantenmechanik durch Schrodinger, Heisen-
berg und andere standen dann Verfahren zur Verfiigung, die das Verhalten
atomarer Systeme mit hoher Prézision zu beschreiben gestatteten und die
von der klassischen Mechanik unabhéngig waren. Die von Einstein aufgewor-
fene Frage nach Quantisierungsvorschriften fiir klassisch chaotische Systeme
blieb daher offen.

Sie wurde erst fiinfzig Jahre spéter von Gutzwiller wieder aufgegriffen,
der, ausgehend vom Feynmanschen Pfadintegralformalismus, einen semiklas-
sischen Ausdruck fiir die Greensche Funktion eines quantenmechanischen
Systems ableitete und mit dessen Hilfe die quantenmechanische Zustands-
dichte als unendliche Summe iiber die periodischen Bahnen des klassischen
Systems darstellte. Diese Gutzwillersche Spurformel ist der einzige bekann-
te allgemeine Ansatz, die Eigenenergien eines Quantensystems semiklassisch
zu bestimmen. Da sie klassische Bahnen verwendet, erlaubt sie einen tiefe-
ren Einblick in die Dynamik eines Systems, als eine quantenmechanische
Bestimmung der Energieeigenwerte es konnte.

Die Herleitung der Spurformel setzt voraus, dafl alle periodischen Bah-

'abgesehen von einer Phasenkorrektur, die Keller ([Kel58]) auf Grundlage der voll
entwickelten Quantenmechanik 1958 anbrachte
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nen im Phasenraum isoliert liegen. Daher ist sie am besten zur Beschrei-
bung vollstdndig hyperbolischer Systeme geeignet. In solchen Fillen gestat-
tet sie die Bestimmung einzelner Energieniveaus, wie es z.B. von Gutzwiller
([Gut82]) fiir das anisotrope Keplerproblem durchgefithrt wurde.

In Systemen mit gemischt reguldr—chaotischer Dynamik versagt die Gutz-
willersche Spurformel, wenn Bifurkationen der periodischen Bahnen auftre-
ten; die Beitréige der an der Bifurkation beteiligten Bahnen divergieren dort.
Dies ist darin begriindet, daf} die Bahnen in der N&he der Bifurkation nicht
mehr als voneinander isoliert betrachtet werden kénnen. Daher haben Ozo-
rio de Almeida und Hannay ([Alm87]) einen kollektiven Beitrag aller an der
Bifurkation beteiligten Bahnen zur Zustandsdichte berechnet. Die von ihnen
vorgeschlagene Formel liefert an der Stelle der Bifurkation endliche Werte,
geht aber in grofier Entfernung von der Bifurkation nicht in die Gutzwiller-
sche Spurformel iiber.

Sieber und Schomerus haben deshalb die Ndherung von Ozorio de Almei-
da und Hannay weiter verbessert und fiir alle elementaren Bifurkationstypen,
die in Hamiltonschen Systemen mit zwei Freiheitsgraden generisch auftreten,
eine gleichméflige Niherung fiir die Zustandsdichte angegeben, die asym-
ptotisch mit der Gutzwillerschen Formel iibereinstimmt ([Sie96], [Sch97al,
[Sie98]). Auch diese Arbeiten sind jedoch in zweierlei Hinsicht ergéinzungs-
bediirftig:

e Periodische Bahnen durchlaufen i.a. mehrere Bifurkationen nachein-
ander. Wenn der Abstand zwischen den Bifurkationen klein ist, muf}
man eine gleichméfige Nidherung konstruieren, die alle an den ver-
schiedenen Bifurkationen beteiligten Bahnen kollektiv beriicksichtigt.
Auf diesen Umstand wiesen Schomerus und Haake ([Sch97b], [Sch97c])
sowie Main und Wunner ([Mai97a], [Mai98a]) hin.

e In Bifurkationen kénnen periodische Bahnen entstehen oder verschwin-
den. Lafit man fiir Koordinaten und Impulse des klassischen Systems
statt reeller auch komplexe Werte zu, so stellt man jedoch fest, daf} re-
elle periodische Bahnen vor ihrem Entstehen Vorldufer im komplexifi-
zierten Phasenraum besitzen. Wie Ku$, Haake und Delande ([Ku$93]),
Main und Wunner ([Mai97a], [Mai98a]) und Schomerus ([Sch97d]) zei-
gen konnten, kann man die Genauigkeit der Gutzwillerschen Spurfor-
mel in vielen Féllen wesentlich verbessern, wenn man Beitrége einiger
dieser komplexen Bahnen beriicksichtigt.

In dieser Arbeit werden wir ein kompliziertes Bifurkationsszenario be-
handeln, an dem verschiedene reelle und komplexe Bahnen beteiligt sind.
Als Beispielsystem dient dabei das Wasserstoffatom im homogenen Magnet-
feld. Dieses System hat fiir die Untersuchung von Effekten des Quantenchaos
grofle Bedeutung gewonnen, da es als einfaches physikalisches System sowohl
experimentellen als auch theoretischen Untersuchungen zuginglich ist. Es



1.1. MOTIVATION UND PROBLEMSTELLUNG 3

zeigt einen Ubergang von regulirer zu chaotischer Dynamik ([Has89]) und
ist daher ein geeignetes Objekt, um die oben umrissenen Probleme gemischt
reguldr—chaotischer Dynamik zu studieren.

Wir untersuchen die Periodenvervierfachung der sogenannten Ballon-
Bahn. Obwohl diese Bahn eine der kiirzesten periodischen Bahnen im dia-
magnetischen Keplerproblem ist und die Periodenvervierfachung die einfach-
ste Bifurkation bildet, bei der sich ein Verschwinden zweier reeller Satelli-
tenbahnen beobachten 14t, kann man diesen Fall mit den von Sieber und
Schomerus angegebenen gleichméfligen Ndherungen schon nicht mehr behan-
deln, da in unmittelbarer Ndhe eine zweite Bifurkation auftritt. An dieser
zweiten Bifurkation sind keine reellen, sondern ausschliefilich komplexe Bah-
nen beteiligt. Ein solcher Fall ist in der Literatur bisher nicht beschrieben
worden, es zeigt sich jedoch, daf} diese , Geisterbifurkation“ in die Betrach-
tung einbezogen werden muf}, damit die Konstruktion der gleichméfligen
Né&herung gelingt. Dariiber hinaus werden wir Griinde anfiihren, die erwar-
ten lassen, dal man mit dem Einflufl solcher rein komplexen Bifurkationen
auf gleichméfiige Naherungen auch in anderen Systemen in vielen Féllen zu
rechnen hat.

Ein wesentlicher Schritt in dem von Main und Wunner ([Mai97a]) so-
wie Sieber und Schomerus ([Sie98]) entwickelten katastrophentheoretischen
Verfahren zur Konstruktion gleichméfliger Néherungen ist die Wahl einer
geeigneten Ansatzfunktion fiir das Beugungsintegral. In den bisherigen Ar-
beiten von Main und Wunner konnte jeweils eine der als ,,elementare Kata-
strophen“ bekannten einfachen Funktionen verwendet werden, in unserem
Fall ist dies jedoch nicht moglich. Wir verwenden eine als Normalformtheorie
bezeichnete Technik, um eine Ansatzfunktion fiir das behandelte Beispiel zu
konstruieren. Dabei miissen wir im Vergleich zu den Arbeiten von Sieber
und Schomerus eine hohere Ordnung der Normalformentwicklung beriick-
sichtigen, um die Abfolge der beiden Bifurkationen beschreiben zu kénnen.

Durch Anpassung weniger freier Parameter der Normalform an nume-
risch ermittelte klassische Daten der beteiligten periodischen Bahnen erhal-
ten wir eine Beschreibung der Struktur des Phasenraumes in der Nihe der
betrachteten Bifurkationen. Wir sehen die Parameter zunéchst als Konstan-
ten an und bestimmen sie so, da} die Normalform das Verhalten der Bahn-
daten global moglichst gut reproduziert. Dies liefert eine lokale Nédherung
fiir die Zustandsdichte, die am Ort der Bifurkationen endlich ist, asym-
ptotisch aber nicht in die Gutzwillersche Spurformel iibergeht. Um dieses
Verhalten zu verbessern, machen wir die Parameter der Normalform dann
energieabhingig und gewinnen so eine gleichmdfige Ndiherung fiir die Zu-
standsdichte, die die Gutzwillersche Spurformel in einiger Entfernung von
den Bifurkationen exakt reproduziert.

SchlieBlich untersuchen wir anhand eines quantenmechanischen Spek-
trums die Frage, ob in einiger Entfernung von den Bifurkationen auch eine
der in der Geisterbifurkation entstandenen komplexen Bahnen einen Beitrag
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zum Spektrum leistet.

1.2

Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit hat folgenden Aufbau:

Das 2. Kapitel stellt einige Tatsachen der klassischen Mechanik zusam-
men und fiihrt in die Gutzwillersche Theorie ein, die die Grundlage der
Arbeit bildet.

Das 3. Kapitel ist dem Beispielsystem gewidmet: Es erldutert die Ha-
miltonfunktion fiir das Wasserstoffatom im homogenen Magnetfeld
und beschreibt die zu untersuchende Folge von Bifurkationen.

Im 4. Kapitel behandeln wir die Normalformtheorie, die eine analy-
tische Beschreibung von Bifurkationen ermdoglicht, und entwickeln die
Normalform fiir die hier vorliegende Bifurkation.

Im 5. Kapitel wird die gleichméflige Naherung fiir die Zustandsdichte
hergeleitet und fiir das behandelte Beispiel ausgewertet.

Im 6. Kapitel analysieren wir ein quantenmechanisch berechnetes Spek-
trum, um festzustellen, welche der beobachteten komplexen Bahnen in
der Gutzwillerschen Spurformel zu beriicksichtigen sind.

Das 7. Kapitel fafit die Ergebnisse zusammen und weist auf noch offene
Fragen hin.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Hamiltonsche Mechanik

In diesem Abschnitt stellen wir fiir den spiteren Gebrauch einige Grundlagen
der Hamiltonschen Mechanik zusammen. Einzelheiten finden sich in dem
Lehrbuch von Goldstein ([Gol76]).

In der Hamiltonschen Formulierung der klassischen Mechanik wird der
Zustand eines Systems mit n Freiheitsgraden charakterisiert durch n Ko-
ordinaten ¢ und n Impulse p. Die Dynamik des Systems wird beschrieben
durch die Hamiltonfunktion H(q,7,t), die im allgemeinen von Koordinaten,
Impulsen und der Zeit ¢ abhéngt.

Die bei gegebenen Anfangsbedingungen (¢(t1), 7(t1)) durchlaufene Pha-
senraumbahn (§(t), p(¢)) ist bestimmt durch ein Variationsprinzip, das so-
genannte Hamiltonsche Prinzip

(q(t2),t2) t2 .
5/ prdg-Hdi=6 [ (5-§—H)di=0. (2.1)
(q(t1)t1) t

Dabei sind die Zeiten ¢; und ts sowie Anfangs— und Endort ¢(¢1) und ¢(t2)
vorgegeben, und Koordinaten und Impulse sind unabhéngig voneinander zu
variieren.

Aus dem Hamiltonschen Prinzip folgen die Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen

. _on
q_aﬁ7

N oH
P = o7 (2.2)
Geht man zu neuen Koordinaten und Impulsen cf , [;’ , einem neuen ,,Zeit“—
Parameter £ und einer neuen Hamiltonfunktion H iiber, dann folgt aus dem
Hamiltonschen Prinzip, dafl auch fiir die neuen Gréfien die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen (2.2) gelten, wenn die 1-Form p'- d¢ — H dt sich nur
um ein totales Differential dF &ndert, das die Variation des Integrals nicht
beeinflult, oder mit einer Konstanten multipliziert wird.
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Im ersten Fall, der von Goldstein als verallgemeinerte kanonische Trans-
formation bezeichnet wird, heifit die Funktion F mit

dF =p -di — Hdi — (5 dq — H dt) (2.3)

die erzeugende Funktion der Transformation®.

Die Funktion F la8t sich in Abhéngigkeit von verschiedenen Koordi-
natensitzen darstellen. Driicken wir F = Fi(q, (f' ,t) durch alte und neue
Koordinaten und den alten Zeitparameter aus, so sprechen wir von einer
Erzeugenden vom Typ Fi. Aus der erzeugenden Funktion folgen die Trans-
formationsgleichungen zu

L O 5 _OA
8qﬁ, ? 8q—» ?
- dt 0F1
F="(g_9% 2.4
i (- ) @4
— afl 7 _
= T fallst =t¢.

Diese Darstellung ist jedoch nicht fiir alle Transformationen verwendbar.
Insbesondere besitzt die identitsche Transformation keine Erzeugende vom
Typ Fi, da in diesem Fall ¢ und (f' = ¢ kein System von 2n unabhiingigen
Phasenraumkoordinaten bilden. Wir konnen aber durch eine Legendretrans-
formation beziiglich q'A' zu einer Erzeugenden

Folq,p,t) =F1—p -G

iibergehen. Mit dieser Form der erzeugenden Funktion lauten die Transfor-
mationsgleichungen

;,__8}"2 _,__8}"2
8ﬁ ) p 8—» )
Igr:d_f< _@> (2.5)
dt ot
:H—% fallst =t .
ot

Insbesondere wird die identische Transformation erzeugt durch die Funktion
Fo=—p-§ (2.6)

Von grofler Bedeutung in semiklassischen Theorien ist die Wirkungsfunk-
tion

q
S(§'q, E) = / pdg. (2.7)
q

'Diese Definition der erzeugenden Funktion unterscheidet sich von der von Goldstein
benutzten durch ihr Vorzeichen.
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Abbildung 2.1: Definition der Poincaré—Abbildung. Die periodische Bahn
(fett) entspricht einem Fixpunkt der Abbildungl

Das Integral ist hier iiber eine klassische Bahn von ¢ nach ¢’ mit der Energie
FE zu berechnen.
Fir die Wirkungsfunktion gilt nach ihrer Definition

oS . oS
15":8—(?,, P=——"F55- (2-8)

Ein Vergleich mit (2.4) zeigt, da§ wir S als erzeugende Funktion vom Typ
F1 fiir eine kanonische Transformation vom Anfangszustand (¢,p) in den
Endzustand (¢’, p’) auffassen kénnen. Entsprechend kénnen wir ihre Legen-
dre—Transformierte

SPEE)=S—-p" ¢ (2.9)

als Erzeugende vom Typ F, ansehen.

2.2 Poincaré—Schnitte und periodische Bahnen

In der Gutzwillerschen Theorie der Zustandsdichte spielen periodische Bah-
nen klassischer mechanischer Systeme die entscheidende Rolle. Daher werden
wir uns in diesem Abschnitt mit der Beschreibung periodischer Bahnen in
Hamiltonschen Systemen mit zwei Freiheitsgraden befassen.

Dazu legen wir eine Ebene ¥ im Phasenraum fest, die ganz in einer
Energiefliche liegt und in der wir kanonische Koordinaten (y,p,) einfiithren
konnen. Sie wird als Poincarésche Schnittebene bezeichnet. Von jedem Punkt
xp € % geht eine Bahn des mechanischen Systems aus, die die Ebene > im
allgemeinen in einem Punkt P(z() wieder schneidet. Durch diese Vorschrift
ist die Poincaré-Abbildung P der Schnittebene ¥ in sich definiert (siehe
Abb. 2.1).

Jeder Startpunkt zy € ¥ definiert nun eine Folge (z¢,z1 = P(x¢), 22 =
P(z1),...). Wenn durch z( eine periodische Bahn verlduft, dann kann sie
die Ebene Y nur in endlich vielen Punkten schneiden, bevor sie sich wieder-
holt. Es gibt also ein n mit =, = zy. Statt P betrachten wir nun die n—te
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Abbildung 2.2: Hyperbolischer (links) und elliptischer (rechts) Fixpunkt.

Potenz von P; damit konnen wir annehmen, daf} z( Fixpunkt der Poincaré—
Abbildung ist: zy = P(x¢).

Wir wihlen unser Koordinatensystem jetzt so, dafi o = 0 ist; die peri-
odische Bahn soll die Schnittebene also im Ursprung schneiden. In der Nihe
des Urspungs kénnen wir die Poincaré—Abbildung dann linear approximie-

(zé) - P(zi;) - M (é) +0((w+p)*) - (2.10)

Die 2 x 2-Matix M heif3t die Monodromiematriz der periodischen Bahn.
Als Folgerung aus dem Liouvilleschen Satz iiber die Erhaltung des Pha-
senvolumens ergibt sich, dafl die Poincaré—Abbildung P flichentreu ist. Die
Matrix M ist demnach symplektisch (vgl. [Arn88a, Abschnitt 8.6]); das be-
deutet insbesondere, dafl der Kehrwert und das konjugiert Komplexe eines
Eigenwertes wieder Eigenwerte sind. In hoherdimensionalen Systemen treten
Eigenwerte der Monodromiematrix daher im allgemeinen in Vierergruppen
A A 1/A1/XF auf. In unserem Fall hat M jedoch nur zwei Eigenwerte.
Diese miissen daher entweder reell und Kehrwerte voneinander sein, oder
sie liegen auf dem Einheitskreis und sind zueinander konjugiert komplex.

ren:

e Im ersten Fall sind die Eigenvektoren der Monodromiematrix reell.
Einer der Eigenwerte ist dem Betrag nach grofler als 1, Punkte des
entsprechenden Eigenraumes entfernen sich durch die Poincaré—Abbil-
dung von Ursprung (instabile Richtung), wihrend Punkte des ande-
ren Eigenraumes sich an den Ursprung annihrern (stabile Richtung).
Ein Phasenportrait der Poincaré-Abbildung sieht in der Néhe des Ur-
sprungs aus wie Abb. 2.2 (links), man spricht deshalb von einem hyper-
bolischen Fizpunkt, wenn die Eigenwerte positiv sind, und von einem
invers hyperbolischen Fizpunkt, wenn sie negativ sind. Dem Phasen-
portrait kann man entnehmen, daf} sich die meisten Bahnen, die in
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der Nihe der periodischen Bahn starten, mit der Zeit in die instabile
Richtung von ihr entfernen; die periodische Bahn ist also instabil.

Man kann die Eigenwerte durch eine positive reelle Zahl « ausdriicken
als A\j 2 = et im Falle eines hyperbolischen Fixpunktes und als A1 2 =
—e® im Falle eines invers hyperbolischen Fixpunktes. Der Wert L =
u/T heifft dann der Liapunov—-Ezponent der instabilen periodischen
Bahn.

e Im zweiten Fall sind die Eigenwerte gegeben durch Ao = et mit
einem reellen Winkel ¢. Die Monodromiematrix beschreibt eine Dre-
hung um den Ursprung um den Winkel ¢; wie man dem Phasenpor-
trait Abb. 2.2 (rechts) entnimmt, ist die periodische Bahn in diesem
Fall stabil.

Um die Stabilitéitseigenschaften der periodischen Bahn in allen Féllen
einheitlich zu beschreiben, kann man die Spur der Monodromiematrix

TrM =X + X2

2coshu fiir einen hyperbolischen Fixpunkt
= ¢ —2coshu fiir einen invers hyperbolischen Fixpunkt (2.11)

2cos  fiir einen elliptischen Fixpunkt

verwenden. Wie man diesen Ausdriicken entnimmt, ist | Tr M| < 2 genau
dann, wenn die Bahn stabil ist.

Wie in der Bifurkationstheorie gezeigt wird?, kénnen stabile periodische
Bahnen bei einer Variation der Energie mit anderen periodischen Bahnen
kollidieren, die dabei entstehen oder verschwinden. Genauer tritt eine Kolli-
sion mit Bahnen der m—fachen Periode bei solchen Energien ein, bei denen
der Stabilitétswinkel ¢ = 27> ein rationales Vielfachen von 27 mit tei-
lerfremden natiirlichen Zahlen n und m ist. Man spricht dann von einer
Periodenver-m-fachung.

Diese Bedingung an den Winkel ¢ 1a8t sich mit Hilfe von (2.11) umfor-
mulieren als eine Bedingung an die Spur: Eine Periodenver-m-fachung tritt
ein, wenn

TTM =<4 —1 (2.12)

I
N

3 3 3 3

2ygl. dazu [May70] oder [Mao92]; ein Beispiel werden wir in Kapitel 4 untersuchen
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SchlieBlich wollen wir fiir den spéiteren Gebrauch noch berechnen, wie
sich die Monodromiematrix M durch die erzeugende Funktion S (y,pi,) der
Poincaré—Abbildung ausdriicken 1ift:

Unter Verwendung vektorwertiger Differentiale kann man die Definition

von M schreiben als

AuBlerdem gilt

' )
gV = | 2l Py ) (Y
P, opy op v,
%ty OPuly (2.13)

_ 9% _ 98
= Towar, “om?).q(Y
0 1 Py
1 0
d<y> - ( 2 028 ) .d<y,> : (2.14)
Py T oy oyop, Dy
Damit folgt

5 9% 1 0 -1
7 2
[\/2 — 3y3py 8]72/ . 823 (92§

und entsprechend

0 1 Toy? T oydp),
_ %8 +( 9°8 )*1 828 9°8 ( 9°8 )*1 028
_ dyap], dydp], ay? op),? dydp], op),2 (2.15)
(9225 \ a2 (925 \ !
Oy0p), Oy? Oyop),

und insbesondere
28 \ ! 28 \ 2 28 924
ﬁM:_<aaai/> {IJF(@aaif) —gfgpi} -
Yopy YoPy Yy by (2.16)

2.3 Die Gutzwillersche Spurformel

Die Gutzwillersche Spurformel bietet eine Mdoglichkeit, fiir klassisch chaoti-
sche Systeme die quantenmechanische Zustandsdichte

d(E) =) 0(E - Ej), (2.17)
j
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wobei die F; die Eigenenergien des Systems sind, ndherungsweise semiklas-
sisch zu bestimmen. Sie wurde in den sechziger Jahren von Martin Gutz-
willer entwickelt (siehe dazu [Gut67]-[Gut71], insbesondere die letzte dieser
Arbeiten, und [Gut90]).

Um einen quantenmechanischen Ausdruck fiir die Zustandsdichte eines
nicht explizit zeitabhingigen Systems zu gewinnen, gehen wir aus von dem
zeitabhiingigen Propagator K (#'t', #t) des Systems, der definiert ist als die
Losung der Schrodingergleichung

h? 0

PR — / 7! — oh—
o NE + V(@K = iho K (2.18)

mit der Anfangsbedingung
K@t =t,&,t) =07 - 7). (2.19)

Der Propagator beschreibt also die zeitliche Entwicklung eines Teilchens,
das zur Zeit ¢t am Ort & startet. Durch ein vollstdndiges Orthonormalsystem
(¢;) von Eigenfunktionen des Hamiltonoperators H, also

Hy; = Ejip;
/dnﬂj w;/@b] = 5]']" ,
> i (F )5 (B) = 6(F — )
J

1at er sich darstellen als

K(&'t', #t) = Z P (&) (L) exp {—iEgl } : (2.20)
J

Durch eine Fouriertransformation kann man zu einer energieabhéngigen
Darstellung iibergehen und erhélt die Greensche Funktion

Et
Q7 E) = — [ dt K(&'t,70) exp {z—}

(@) (@) (2.21)

Die Greensche Funktion hat Polstellen bei den Energieeigenwerten des Sy-
stems, {iber deren Interpretation je nach den gewiinschten Randbedingungen
zu entscheiden ist. Wir arbeiten geméf (2.21) mit einer retardierten Green-
schen Funktion und haben deshalb zu setzen

1 1 _p !
E—-E;" E-E;j+i0 ~ E-E;

—ZW(S(E — E]) .
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Damit folgt
SG(FE,FE)=—m Zz/)j (f’)z/);f (Z)0(E — Ej) ,
J
und wenn wir die Spur der Greenschen Funktion
TG = /dnac G(##, E)
bilden, erhalten wir fiir die Zustandsdichte

d(E) =) 0(E - Ej) = Lame. (2.22)
J T

Grundlage der semiklassischen Ndherung ist ein Verfahren, das es er-
moglicht, Integrale der Form

I= d"z f(z)exp {lS(m) } (2.23)
Rn h
fiir kleine i ndherungsweise auszuwerten, die Methode der stationdren Phase.
Der Exponentialfaktor im Integranden wird fiir kleine 7 sehr schnell os-
zillieren, wihrend wir die Amplitudenfunktion f als vergleichsweise langsam
verdnderlich voraussetzen. Wenn 7 so klein wird, dafl wir f iiber eine Periode
der Exponentialfunktion als konstant ansehen kénnen, dann kénnen wir f
vor das Integral ziehen, und das Integral der Exponentialfunktion iiber eine
Periode liefert Null.
Wir erwarten nennenswerte Beitrige zum Integral daher nur von Umge-
bungen derjenigen Punkte, in denen die Phase S in erster Ndherung konstant
ist, also von den stationdren Punkten xy mit

VSl|ay =0

Wir entwickeln die Phase um die stationdren Punkte in eine Taylorreihe
zweiter Ordnung

S(z) ~ S(zo) + %6:1: - H(zg) - 0z

mit dz = z — 2y und der Hesseschen Matrix H(zy) = ‘3275 . Damit

T=T0

erhalten wir

L VS%E:Of(xO) exp {%S(ﬁco)} /dném P {;_hdx H(o) - M} (.2.24)

Dabei konnten wir das Integrationsgebiet wieder auf ganz R™ ausdehnen, da
die quadratische Funktion in der Phase aufler z keine stationiren Punkte
besitzt.
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Das verbleibende Integral ist fiir n = 1 ein Fresnel-Integral

i — 1] i
/_oo d eXp{%g } dim [ dg exp{2h£ }

2mih)!/?
= % exp {i%(sign)\ - 1)}

-~

1 tA>0
exp{—if} :A<0

Fiir n > 1 koénnen wir ausnutzen, dafl die Matrix H(zo) symmetrisch und
reell ist und sich daher durch eine orthogonale Koordinatentransformation
diagonalisieren 148t. Fithren wir diese Transformation durch, so zerfillt das
Integral in (2.24) in ein Produkt von n eindimensionalen Fresnel-Integralen,
in denen der Parameter A Eigenwert von H (x() ist. Beriicksichtigen wir wei-
ter, dafl das Produkt der Eigenwerte einer diagonalisierbaren Matrix gleich
ihrer Determinante ist, erhalten wir als Stationdre—Phase-Naherung

T Z f(zo) exp {%S(xo)}

(2mik)™/? {
VS|z=0

Vi
—————exp —i=k(x } ,
|det H ()| /2 o)

(2.25)

wobei k(zg) die Anzahl der negativen Eigenwerte von H(xg) ist.

Von den gemachten Niherungen kénnen wir intuitiv erwarten, daf sie
um so besser sind, je kleiner 7 ist; und tatséchlich 148t sich zeigen ([Sir71]),
dafl die Methode der stationfiren Phase den fithrenden Term einer asym-
ptotischen Entwicklung in 7 liefert, d.h. da} der Fehler der Ndherung im
Grenzfall i — 0 um O(h) kleiner ist als der Ndherungswert.

Wir benutzen nun die Feynmansche Pfadintegraldarstellung des Propa-
gators ([Fey48])

K(#'t', @) = /D(f(t)) exp {%/tt dt (f(t)’f(t)’t)} (2.26)

mit der klassischen Lagrangefunktion L.
Die Phase der Exponentialfunktion ist gegeben durch das Integral

v )
R(#t,3t) == / dt I (%(1), #(t), 1)
t
Ubertragen wir nun im semiklassischen Limes i — 0 die Methode der sta-
tionfiren Phase formal auf das Pfadintegral, so erhalten wir die Stationa-
ritdtsbedingung
tl

§ | dtL(z & t) =0,
t
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die nach dem Hamiltonschen Prinzip (in Lagrange-Formulierung) gerade die
klassischen Bahnen des Systems kennzeichnet.

Der semiklassische Propagator ist also gegeben durch die Van—Vieck-
Formel ([VVI128])

Koo (2t 7)) = 2\ —n/2 1 ot 2y T .
ski(Z't, 2t) = (2mih) Z . \/|C|exp hR(x t', Zt) ik
klass.Traj. (2.27)

Dabei ist die Summe zu erstrecken iiber alle klassischen Trajektorien von
(Zt) nach (£'t"),

0’R
C=det orar
= det <—8—€> mit p= —8—]:2, Anfangsimpuls
ox' 0%
1

ist ein Maf fiir die Teilchendichte, die sich zur Zeit ¢ am Endort Z’ ergibt,
wenn ein Ensemble klassischer Teilchen zur Zeit ¢ am festgelegten Ort &,
aber mit gemif der Unschérferelation vollig unbestimmtem Impuls startet.
Wie zu erwarten, ist die Amplitude der Wellenfunktion der Wurzel aus der
Teilchendichte proportional.

k ist schlieBlich die Zahl der negativen Eigenwerte der zweiten Variation
von R nach Z(t). Nach einem Satz von Morse ist dies gleich der Zahl von
Punkten auf der klassischen Bahn, in denen die Bahn eine Kaustik beriihrt,
also C' = oo ist.

Durch eine Fouriertransformation analog zu (2.21) erhalten wir nun die
semiklassische Greensche Funktion

1 [ Et
Goul#7, B) = — /0 dt K (71, 70) exp {z?} L (2

wobei das Integral in Stationdre-Phase-Ndherung auszufiihren ist. Setzen
wir den semiklassischen Propagator (2.27) hier ein, so lautet die Phase im
Integranden R(Z't,Z0) + Et, die Stationaritdtsbedingung ist also

_OR

ot -~
Diese Bedingung wihlt gerade diejenigen klassischen Trajektorien aus Ky
aus, deren Energie F ist.

Fir G, erhalten wir also eine Summe iiber alle klassischen Bahnen von
Z nach 7/, die in beliebiger Zeit, aber mit der Energie F durchlaufen werden:

o 2 (S ™
Gl )= e, 32 VPl (Gong)y

klass.Traj.

E =
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Dabei ist
S(## E) = R(#'t,70) + Bt — / - dE

die Wirkung entlang der Trajektorie,

C
D=
02R
ot2 sP
8%s 928
7l A =
— det 0¥’ or 0T OF
928 %S
OEO0T OFE?2
und
. 9°R
{Fa LA | >0
n= 2
. 0°R
k+1 @ G5 sP<0

sind die Teilchendichte und die Zahl der beriihrten Kaustiken, die sich ana-
log zu C' und k ergeben, wenn man die Berechnung auf die Energiefliche
einschrinkt. Die Darstellung von D als (n 4 1)-reihige Determinante ergibt
sich, wenn man die auftretenden Ableitungen von R durch Ableitungen von
S ausdriickt.

Zur Bestimmung der Zustandsdichte miissen wir nun die Spur der semi-
klassischen Greenschen Funktion bestimmen. Dazu bilden wir in G den
Grenzwert fiir # — Z und integrieren dann iiber . Wenn Z’ sehr nahe bei
Z liegt, ist immer ein direkter Weg klassisch moglich, aulerdem gibt es in
der Regel indirekte Wege, die die Umgebung des Startpunktes verlassen und
dann wieder dorthin zuriickkehren.

Da die Linge des direkten Weges im Grenzfall Z’ — # nicht grof} ist ge-
gen die de-Broglie-Wellenléinge des Teilchens, 1468t dieser Beitrag sich nicht
semiklassisch beschreiben. Man kann jedoch das Potential V(Z) in einem
hinreichend kleinen Raumbereich als konstant ansehen und die Berechnung
dieses Summanden damit auf die quantenmechanische Beschreibung der Be-
wegung eines freien Teilchens zuriickfithren. Damit kann man die Berech-
nung analytisch durchfithren und erhilt als Beitrag des direkten Weges zur
Zustandsdichte

=2
d(E) = (2W1h)n / &' d'p § (E S V(f))

72 2.30
-1 %/d%d”p@(E—p——V(f)) (2:30)

(27h)" dE 2m

klassisch zugingliches Phasenvolumen

mit der Heavysidefunktion ©. Dieser Ausdruck ist als Weylsche Zustands-
dichte bekannt und gibt das aus der statistischen Mechanik bekannte Er-
gebnis wieder, daff im Mittel ein Quantenzustand auf das Phasenvolumen
(2mh)™ enfillt.
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In die Weylsche Zustandsdichte gehen keine individuellen Eigenschaften
der Dynamik eines konkreten Systems ein. Sie beschreibt daher ein fiir alle
Systeme giiltiges Verhalten der mittleren Zustandsdichte, wihrend die iibri-
gen Bahnen charakteristische Variationen der Zustandsdichte verursachen.

Die Beitréige der indirekten Wege sind nach (2.22) und (2.29) gegeben
durch

) _ lc\ n 27
d(E) = -9 /d xz—(%ih)(n“)/? |D|

S(#Z,E) 7w }
—_— — = . (231
exp{z - i H (2.31)

Dabei erstreckt sich die Summe tiber alle geschlossenen Wege von # nach
Z. Wir fiihren das Integral mit der Methode der stationdren Phase aus. Die
Stationaritidtsbedingung lautet hier

9 S oS
-7 — — E —_ —
0= ) = G T
also
p=7p.

Es tragen also diejenigen Wege zur Zustandsdichte bei, die nicht nur im
Ortsraum geschlossen, sondern sogar periodisch sind.
Um den Beitrag einer periodischen Bahn genauer zu bestimmen, fithren

wir ein spezielles Koordinatensystem (z1,...,2,) ein, so daf} x; entlang
der Bahn lauft, zs, ..., x, transversal dazu. Damit gilt auf der periodischen
Bahn

OH

a—ﬁ:i‘:(il,o,o,...).

Mit dieser Beziehung folgt, wenn man die Hamilton—-Jacobi-Gleichung

oS
nach z; ableitet,
0%8
- C =1
w0, 0V "
Analog kann man zeigen
%S
—F— =0 Vi=1...
8:51836;- J "
0%8 1 0?8 1

07 0E %, ' 01 0E @
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Damit gilt fiir die Amplitude D

1
0 00 0 £
0 *
D= ( a2 )
Bmiam;. . '
0 1,j=2..n % (2‘32)
x1

1 — [ &S
1T 8xi8xj
Hier zeigt die Tilde an, daf ¢ und j nur von 2 bis n laufen.

Die Wirkung S(#Z, F) hingt von z; nicht ab. Entwickelt man sie um
einen Punkt Zj auf der periodischen Bahn, so erhilt man

. o &
S(Z%, E) = S(ZoZ0, E) + 5%}4”5%5% +0 (62%)
mit 0 = £ — Tp und

0%S i 0%S n 0%S

Aij =

Setzt man dies in (2.31) ein, so lassen sich die Integrale iiber dxs ... 0z,
als Fresnel-Integrale ausfithren. Mit der Beziehung

Jot [ _0%S
det (311-8:1:’.) 1
7 j—

aéf(AZ.j) ~det(M —1)°

die die auftretenden Amplituden mit der Monodromiematrix M der peri-
odischen Bahn verkniipft und die man nachweisen kann, indem man die
Eintrége der Monodromiematrix wie in Kapitel 2.2 durch die zweiten Ablei-
tungen von S ausdriickt, erhalten wir

1 1 1
d(E)=—*%® 7{ dr) — —F——
(£) h % Vi V|det(M —1)]
exp{%S(fgfg,E) —igu —%A} . (2.33)
Die Summe erstreckt sich hier iiber alle periodischen Bahnen des Systems,
die bei der Energie F existieren, A ist die Zahl der negativen Eigenwerte,
die bei der Integration auftreten.
Da S und M nicht von z; abhingen, kénnen wir das Integral ¢ di—’”ll

sofort ausfithren, es liefert die zum Durchlaufen der Bahn bendétigte Zeit.
Wir haben allerdings zu beachten, daf} sich die urspriingliche Integration
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einmal iiber den Ortsraum erstreckte; wenn unsere periodische Bahn sich

durch mehrfache Wiederholung einer primitiven periodischen Bahn ergibt,

liefert das Integral deshalb nur die Periodendauer der primitiven Bahn.
Damit erhalten wir schlieflich die Gutzwillersche Spurformel

Z \/deti—1 {is lgy} O (239)

Wenn man ein System mit zwei Freiheitsgraden betrachtet, kann man au-
Berdem schreiben det(M — 1) = Tr M — 2, wie man anhand der in Kapitel
2.2 bestimmten moglichen Paare von Eigenwerten von M leicht iiberpriifen
kann.

Damit ist die quantenmechanische Zustandssumme durch die Wirkun-
gen S, die Monodromiematrizen M, die primitiven Perioden Ty und die
sogenannten Maslov-Indizes v = p + A der klassischen periodischen Bah-
nen ausgedriickt. Die Berechnung dieses Ausdruckes kann ausschliefflich mit
Hilfsmitteln der klassischen Mechanik erfolgen.

Wir haben die Spurformel abgeleitet, ohne dabei die Konvergenz der
auftretenden Reihenentwicklungen zu untersuchen. Tatséchlich ist die An-
wendbarkeit der Endformel aus zwei Griinden eingeschriinkt:

e In chaotischen Systemen nimmt die Anzahl periodischer Bahnen mit
wachsender Periode T exponentiell zu, so daf§ die Reihe (2.34) im all-
gemeinen divergiert. Man behilft sich hier, indem man nur Bahnen mit
einer Periodendauer unterhalb einer maximalen Periode T, beriick-
sichtigt.

Da in linearer Ndherung gilt S(E) =~ S(Ey) + T - (E — Ey), bewirkt
jede Bahn eine Oszillation der Zustandsdichte mit der Frequenz T'/A.
Das Abschneiden bei T4, entspricht daher einer Mittelung der Zu-
standsdichte iiber Energieintervalle der Breite T),q,/h. Diese Mitte-
lung macht die Reihe (2.34) endlich, verhindert aber, dafl einzelne
Energieniveaus im Spektrum aufgelost werden konnen.

Techniken, die diese Einschrankung zu umgehen erlauben und einzelne
Energieeigenwerte semiklassisch zugénglich machen, sind Gegenstand
aktueller Forschung. Beispiele, die auf verschiedene Klassen von Syste-
men anwendbar sind, sind das Verfahren der cycle expansion fiir Syste-
me, deren periodische Bahnen durch einen symbolischen Code charak-
terisiert werden konnen ([Cvi89], [Art90]), und Verfahren auf Grund-
lage der harmonischen Inversion fiir skalierende Systeme ([Mai98b]).

e Wir haben in der Herleitung vorausgesetzt, daf} die periodischen Bah-
nen im Phasenraum isoliert liegen, so dafl die Stationire—Phase—Fnt-
wicklung um jede Bahn einzeln durchgefiihrt werden kann. Dies ist
in der Nihe einer Bifurkation, in der verschiedene Bahnen kollidie-
ren, nicht der Fall, so dafl die Spurformel hier versagt. Wie in Kapitel
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2.2 bemerkt, ist bei einer Periodenver-m-fachung die m-te Potenz der
Monodromiematix einer Bahn gleich der Einheitsmatrix, so daf} der
Nenner in (2.34) verschwindet. Ein Verfahren, um die dadurch verur-
sachte Divergenz der Spurformel zu beseitigen, soll in dieser Arbeit
untersucht werden.



Kapitel 3

Das diamagnetische
Keplerproblem

3.1 Die Hamiltonfunktion

Zur Beschreibung des Wasserstoffatoms im dufleren homogenen Magnetfeld
nehmen wir den Atomkern als unendlich schwer an und betrachten das Elek-
tron als strukturlose Punktladung, die sich im Coulomb-Feld des Kerns und
unter dem Einflul der Lorentzkraft bewegt. Die Hamiltonfunktion des Pro-
blems lautet also in atomaren Einheiten'

H:%(mfi‘)?—% (3.1)

mit dem Vektorpotential in symmetrischer Eichung

A=-Bxz

N —

und r = |Z|.
Wir wihlen die Richtung des Magnetfeldes als z—Richtung und bezeich-
nen seine Stirke mit ~y:

B= YE, .
Damit lautet die Hamiltonfunktion
~9 2
_p 7 Y2, 2y _1
H—2+2Lz+8(az+y) - (3.2)

'Das bedeutet: Wir messen Massen in Einheiten der Elektronenmasse m. = 9.1095 -
10~3'kg, Ladungen in Einheiten der Elektronenladung e = 1.6022 - 107'°C, Lingen in

Bohrschen Radien ag = %}TZ = 5.2918 - 10" 'm und Energien in Hartree 1Ht =

Me 64 —
(47eg)2hZ

h und Magnetfelder in Einheiten von By = % = 2,3505 - 10°T zu messen sind.

27.212eV. Aus diesen Festlegungen folgt, da Wirkungen in Einheiten von

20
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wobei L, = €, - (¥ x p) der Drehimpuls in z-Richtung ist.

Fiir das diamagnetische Keplerproblem ist die Energie £ = H Konstante
der Bewegung. Die Dynamik des Systems héingt also von den beiden Para-
metern E und v ab. Wir kénnen die Situation jedoch vereinfachen durch die
Skalierung

Ty & = 931 oo o=
H— H=~23H t =yt (3.3)
S §=~1/38

Bei dieser Transformation wird das Integral des Hamiltonschen Prinzips
(2.1) mit /3 multipliziert, die Variationsbedingung und damit die Dynamik
des Systems werden also nicht beeinflufit.

Ausgedriickt durch die neuen Gréflen hat die Hamiltonfunktion die Ge-
stalt
2

—

_ 5 L, 1/, .5 1
H="y 224 - =
2+_2+8Gv+y) 7 (3.4)
:E:,YfQ/SE’

héngt also nur noch von dem einen Parameter E ab.

Wir gehen nun iiber zu semiparabolischen Koordinaten p = \/7 + Z,v =
VT — Z und dem Azimuthwinkel ¢ um die z—Achse. In diesen Koordinaten
erhalten wir als Hamiltonfunktion

P, + 0, L, E 1 2,2 _ 2

H= - .
2(u2+v2)  2u20? Tt gl w2+ v?

(3.5)

Da das betrachtete System rotationssymmetrisch um die Richtung des
Feldes ist, ist p, = L. Konstante der Bewegung. Wir beschriinken uns hier
auf die Untersuchung von Bahnen mit L, = 0.

Die aus der Hamiltonfunktion (3.5) folgenden Bewegungsgleichungen
sind numerisch nur schwer behandelbar, da das Coulomb—-Potential fiir r = 0
singulir wird. Um diese Singularitit zu beseitigen, fiihren wir einen neuen
Bahnparameter 7 durch die Vorschrift

dt =2rdr = (,u2 + 1/2) dr

ein. Wie aus dem Hamiltonschen Prinzip (2.1) folgt, miissen wir gleichzeitig
H % = 2rH als neue Hamiltonfunktion wihlen. Eine Neugruppierung der
auftretenden Terme ergibt die endgiiltige Hamiltonfunktion

Pt

" 2

- 1
_ 2 .2 Lo22( 2 2\ _

E(,u +1/)+8,u1/(u +I/)_2. (3.6)
In dieser neuen Hamiltonfunktion tritt die skalierte Energie E als Parame-
ter auf; ihr Funktionswert ist hingegen fest vorgegeben und ist gleich 2 zu
wihlen.
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Aus dieser Hamiltonfunktion folgen die Bewegungsgleichungen

! OH

W= p = Pu
r_ OH _
V= 5p, = Pv

~ (3.7)
Hier bezeichnet der Strich die Ableitung nach 7.
Diese Bewegungsgleichungen sind frei von Singularitéiten und lassen sich

daher einfach numerisch integrieren. Wir verwenden hierzu das Pradiktor—
Korrektor—Verfahren 6. Ordnung nach Adams und Bashforth (vgl. [Sch88]).

3.2 Die betrachtete Bifurkation

Das diamagnetische Keplerproblem, das durch die Hamiltonfunktion (3.6)
beschrieben wird, zeigt einen Ubergang zwischen regulirer Dynamik bei
stark negativer skalierter Energie E — —oo und chaotische Dynamik bei
E ~ 0 und dariiber (siehe dazu [Has89]). Dementsprechend existieren bei
E — —oo nur drei periodische Bahnen, wihrend die Zahl periodische Bahnen
bei hoherer skalierter Energie exponentiell zunimmt.

Unter den periodischen Bahnen, die bei jeder skalierten Energie existie-
ren, ist eine zum Magnetfeld parallele Bahn. Dies ist eine reine Coulomb—
Bahn, da bei einer Bewegung parallel zum Feld keine Lorentzkraft auftritt.
Diese Bahn ist fiir kleine skalierte Energie stabil und wird fiir E 0 un-
endlich oft instabil und wieder stabil (vgl. [Win87]).

Zum ersten Mal wird die zum Magnetfeld parallele Bahn bei E = —0.391
instabil. In dieser Bifurkation entstehen eine stabile und eine instabile peri-
odische Bahn. Die stabile Bahn wird wegen ihrer Aussehens als Ballon—-Bahn
oder mit einem von Eckhardt und Wintgen ([Eck90]) entwickelten symboli-
schen Code als ,0—“ bezeichnet. Sie ist in Abb. 3.1 dargestellt.

Wie in Kapitel 2.2 erldutert, wird die Stabilitdt der periodischen Bahn
von der Spur ihrer Monodromiematrix bestimmt. Wie man in Abb. 3.2 er-
kennt, ist diese gleich 2, wenn die Bahn entsteht und nimmt dann monoton
ab. Bei E = —0.291 ist die Spur gleich —2, und die Bahn wird instabil. Da-
zwischen treten alle in Kapitel 2.2 beschriebenen Periodenvervielfachungen
auf. Wir betrachten hier die Periodenvervierfachung, die nach (2.12) in der
Nullstelle der Spur bei E, = —0.342025 eintritt.

Fiir E > E, existieren zwei reelle Satellitenbahnen, von denen eine stabil,
die andere instabil ist. Sie sind in Abb. 3.3 dargestellt. Wenn man beachtet,
dafl wegen der Symmetrie der semiparabolischen Koordinaten (vgl. Anhang
A) zwei Perioden der Ballon-Bahn abgebildet sind, so erkennt man, daf§ die
Satellitenbahnen erwartungsgemifl die vierfache Periode haben. Vergleicht
man die Bahnverldufe bei verschiedenen Energien, so ist weiterhin zu sehen,
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Abbildung 3.1: Die Ballon—Bahn in semiparabolischen (links) und zylindri-
schen (rechts) Koordinaten.

2
l,
0
=
=1
) U N

-0.38 -0.36 -0.34 -0.32 -0.3 -0.28
E

Abbildung 3.2: Spur der Monodromiematrix der Ballon-Bahn.

da$ die Satellitenbahnen der zentralen Bahn fiir £ \, E, immer &hnlicher
werden und fiir £ = E, schlieBlich mit ihr kollidieren.

Fiir E < E, existieren diese Satellitenbahnen nicht mehr. L&8t man
jedoch zu, daf} alle Koordinaten und Impulse auch komplexe Werte anneh-
men diirfen, so kann man auch in diesem komplexifizierten Phasenraum nach
periodischen Losungen der Bewegungsgleichungen (3.7), sogenannten Gei-
sterbahnen, suchen. Es stellt sich dann heraus, daB unterhalb von E. zwei
Geisterbahnen existieren, die man als Vorgéinger der reellen Satellitenbah-
nen ansehen kann und von denen wiederum eine stabil, die andere instabil
ist.

Da die Hamiltonfunktion (3.6) reell ist, ist mit jeder gefundenen Geister-
bahn auch die konjugiert komplexe Bahn Lsung der Bewegungsgleichungen
(3.7); Geisterbahnen treten deshalb in der Regel paarweise auf. In unserem
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Abbildung 3.3: Reelle Satellitenbahnen bei der Periodenvervierfachung der
Ballon-Bahn. ausgezogen: stabil, gestrichelt: instabil. Zum Vergleich: punk-
tiert: Ballon-Bahn.
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Abbildung 3.4: Verlauf der Geisterbahnen bei & = —0.343 > E’. Durch-
gezogen: stabile Geisterbahn, gestrichelt: duflere Bahn, punktiert: instabile
Geisterbahn.
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15

Abbildung 3.5: Verlauf der Geisterbahnen bei E = —0.344 < E!. Durchge-
zogen und gestrichelt: asymmetrische Bahnen, punktiert: instabile Geister-
bahn.
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Fall stellt sich jedoch heraus, dafl die konjugiert komplexe einer Geisterbahn
jeweils mit der Ausgangsbahn iibereinstimmt, wobei nur der Anfangspunkt,
von dem aus die Bahn durchlaufen wird, um eine halbe Periode zu ver-
schieben ist. Unsere beiden Geisterbahnen haben deshalb keine konjugiert
komplexen Partner. Weiterhin folgt, dafl die Wirkungen und Periodendau-
ern der Geisterbahnen bei Komplexkonjugation in sich iibergehen, also reell
sein miissen.

Damit sind alle an der Periodenvervierfachung unmittelbar beteiligten
Bahnen beschrieben. Nur wenig unterhalb von E,, bei Eé = —0.343605, tritt
jedoch eine weitere Bifurkation auf, an der nur Geisterbahnen beteiligt sind.
Hier kollidiert ndmlich die stabile Geisterbahn mit einer weiteren komplexen
Bahn, die ebenfalls durch Komplexkonjugation in sich iibergeht und die ich
im weiteren die duflere Bahn nennen werde, und die beiden Bahnen verlieren
diese Konjugationssymmetrie. Es entsteht ein Paar zueinander konjugiert
komplexer Geisterbahnen, die asymmetrische Bahnen heifien sollen.

Eine entsprechende Bifurkation, in der die instabile Geisterbahn ihre
Konjugationssymmetrie verlieren wiirde, tritt oberhalb einer skalierten Ener-
gie von E = —0.4 nicht auf.

Abb. 3.4 und 3.5 zeigen den Verlauf aller an der Bifurkation beteiligten
Geisterbahnen.

Fiir alle betrachteten Bahnen wurden die Wirkung, die Periodendau-
er und die Stabilitdtsparameter in Abhéngigkeit von der skalierten Energie
numerisch bestimmt. Abb. 3.6-3.8 zeigen die Ergebnisse. Da bei E, eine
Periodenvervierfachung vorliegt, sind in allen Diagrammen die Daten fiir
vier Umldufe um die zentrale Ballon-Bahn aufgetragen. Abb. 3.6 zeigt statt
der Wirkung selbst die Differenz zwischen der Wirkung einer Satelliten-
bahn und der vierfachen Wirkung der Ballon-Bahn, da zur Bestimmung ei-
ner gleichmifigen Ndherung fiir die Zustandsdichte diese Differenz benétigt
wird.
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Abbildung 3.6: Wirkungsdifferenzen, bezogen auf die vierfache Wirkung der
Ballon—Bahn, der an der Bifurkation beteiligten Bahnen. Ausgezogen: reelle
Bahnen, gestrichelt: Geisterbahnen mit reeller Wirkung, punktiert: Geister-
bahnen mit komplexer Wirkung
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Abbildung 3.7: Periodendauern der an der Bifurkation beteiligten Bahnen.
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Abbildung 3.8: Tr M — 2 der an der Bifurkation beteiligten Bahnen.



Kapitel 4

Normalformtheorie und
Bifurkationen

4.1 Birkhoff-Gustavson—Normalform

Wie wir gesehen haben, versagt die Gutzwillersche Spurformel (2.34) in
der Nihe von Bifurkationen, wenn die periodischen Bahnen des klassischen
Systems nicht als voneinander isoliert betrachtet werden konnen. Um das
Problem zu 16sen, bendtigen wir also ein Verfahren, das es ermoglicht, die
Struktur des Phasenraumes in der Nihe einer periodischen Bahn genauer
zu beschreiben. Dies leistet die Normalformtheorie. Eine Beschreibung des
Verfahrens findet sich in [Arn88a, Anhang 7] und [Alm88, Kapitel 2.5 und
4.2].

Wir fithren die Normalformtransformation hier nur fiir Systeme mit zwei
Freiheitsgraden durch, obwohl die wichtigsten Schritte des Verfahrens auch
auf héherdimensionale Systeme anwendbar sind. Wie in Kapitel 2.2 bereits
bemerkt, zeigen nur stabile periodische Bahnen Bifurkationen; wir werden
daher nur diesen Fall betrachten.

Als ersten Schritt fithren wir in einer Umgebung der betrachteten peri-
odischen Bahn ein kanonisches Koordinatensystem (¢, py, ¢, p) mit folgenden
Eigenschaften ein (vgl. [Arn88b, Chapter 7.4, Proposition 1]):

e Die Koordinate ¥ lduft entlang der periodischen Bahn, die Koordinate
q senkrecht dazu, so daf} die Phasenraumpunkte auf der periodischen
Bahn gekennzeichnet sind durch ¢ = 0 und p = 0.

e ¢ nimmt Werte zwischen 0 und 27 an, und auf der periodischen Bahn
gilt bei geeigneter Wahl des Zeitnullpunktes

2
Y= —t
T b

wobei T' die Periodendauer der periodischen Bahn ist.

31
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e Fiir alle Anfangsbedingungen in der Umgebung und 0 < ¢ < T ist die
Funktion ¥(¢) invertierbar.

Wir schrinken die Betrachtung nun auf eine dreidimensionale Ener-
giefliche zu einer festen Energie E ein und driicken ¢ und p als Funktionen
von ¢ aus.

Das Integral des Hamiltonschen Prinzips (2.1) 148t sich umformen gemif

/ﬁ-dcj’—Hdt:/pdq—i—pgdz‘)—Hdt

(4.1)

= /pdq —pyd(—9) —Et.
Der letzte Summand in diesem Ausdruck ist eine Konstante, die zur Varia-
tion des Integrals nicht beitrigt, daher gilt fiir die Bahn des Systems:

5/pdq—p79d(—19) — 6/ﬁ-dcj'—Hdt — 0. (4.2)

Nach dem Hamiltonschen Prinzip bedeutet dies:
Die Bewegung senkrecht zur zentralen periodischen Bahn wird beschrieben
durch Hamiltonsche Bewegungsgleichungen mit der ,,Zeit“~Koordinaten —1J
und der Hamiltonfunktion py.

py ist dabei mit Hilfe der Gleichung

H (ﬁap’ﬂa Q7p) =FE

als Funktion der Koordinaten ¢,p, der Zeit ¢ und der Energie E des ur-
spriinglichen Systems, die hier als Parameter auftritt, auszudriicken. Nach
der Konstruktion des Koordinatensystems ist py 2mr—periodisch in 9.

Durch dieses als isoenergetische Reduktion bezeichnete Verfahren ist es
also gelungen, die Dynamik eines autonomen Hamiltonschen Systems mit
zwei Freiheitsgraden in der N&he einer periodischen Bahn auf diejenige ei-
nes Systems mit einem Freiheitsgrad und 2n—periodischer Zeitabhéingigkeit
zuriickzufithren. Die Hamiltonfunktion dieses Systems bezeichnen wir im
folgenden mit ®, Koordinate und Impuls mit g bzw. p.

Der Punkt p = ¢ = 0 entspricht der periodischen Bahn des Ausgangs-
systems und bildet daher eine Gleichgewichtslage des reduzierten Systems.
Wir entwickeln die Hamiltonfunktion um diesen Punkt in eine Taylorreihe
beziiglich p und ¢ und in eine Fourierreihe beziiglich ¥:

w

®(p,q,9) 5

P+ + Y S Daspe® exp(ily) .
a+p=31=—00 (43)

Fiir die weitere Vereinfachung ist es zweckmiflig, von p und ¢ auf die
Koordinaten
z=p+iq z"=p—iq
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iiberzugehen. Diese Transformation ist nicht kanonisch, z und z* erfiillen
jedoch Hamiltonsche Bewegungsgleichungen mit z als Koordinate, z* als
Impuls und der neuen Hamiltonfunktion

¢ =—-2id
o o0
= —iwzz" + Z Z bapr2®2*? exp(ild)
a+p=31=—00 (4.4)
= Z Z bap2® 2 exp(ild) .
a+pB=21=—o00

Von Birkhoff ([Bir27, Kapitel 3]) und Gustavson ([Gus66]) wurde ein
Verfahren entwickelt, mit dem sich die Terme niedriger Ordnung in p und ¢
in dieser Reihe systematisch durch kanonische Transformationen beseitigen
lassen. Um die Terme der Ordnung o 4 3 = k zu beseitigen, verwenden wir
eine Transformation mit der erzeugenden Funktion

o0
Fo(Z*2,0) = =22 — > Y Fapmz*Z* exp(ilV) (4.5)
a+fB=kl=—oc0

mit

___ ibap
Fapl = a—f) =1 (4.6)

also die Transformation

Z=- g’; = 2 (14 Y BFapz® 27 exp(il))
(4.7)
. O0F a—1 pxB—1 -
z = —E =7 (1 + Zafaﬂlz Z eXp(Zl,&)) )

wenn die neuen Koordinaten mit Z, Z* bezeichnet werden.
Aus diesen Transformationgleichungen folgt

Z
Tlvy BFoprz* 1 Z*0~ 1L exp(ild) (4.8)
=Z - BFapz® 22" exp(il¥) + ...
und damit
22" =7Z7" + 2(04 - ﬁ)}—amZO‘Z*ﬂ exp(ild) + ... , (4.9)

wobei die Punkte jeweils fiir Terme von hoherer Ordnung als k stehen.
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Fiir die neue Hamiltonfunktion erhilt man

_ gy 972

= —iwzz" + Terme der Ordnung < k
+ 3 {papz®z + il Fopz2" } exp(ild)

atb=k
+ Terme hoherer Ordnung
= —wZ7" —iw Z(a — B)Fapr Z4Z*F exp(il®)
+ Terme der Ordnung < k (4.10)

+ Z {Pap + il Fap} VAL exp (i)
+ Terme hoherer Ordnung

= —iwZ 7" + Terme der Ordnung < k

— 1 Z {(wla—B) = 1) Fapr +idapi} 7 7% exp(il9)
+ Terme hoherer Ordnung .

Die Summanden von Ordnung kleiner als k in der Entwicklung (4.4) bleiben
bei der Transformation also unverdndert, wihrend wegen (4.6) der Term
(afl) in (4.5) gerade den Term («fl) in der Entwicklung der Hamiltonfunk-
tion beseitigt.

Selbstversténdlich diirfen in die Summe in (4.5) nur solche Terme ein-
bezogen werden, fiir die der Nenner in (4.6) von Null verschieden ist. Die
resonanten Terme, fiir die w(aw — ) — [ = 0 ist, kobnnen daher aus der Ent-
wicklung (4.4) nicht beseitigt werden.

Fiir irrationale w sind nur die Terme mit o« = § und [ = 0 resonant, die
Hamiltonfunktion (4.4) kann also auf die Form

¢ = —jwzz* + ¢2(zz*)2 4o ¢k(zz*)[k/2} + O((Z + Z*)k+1)
(4.11)

mit beliebig groflem &k gebracht werden.

Fiir rationale w treten weitere resonante Terme auf, die Normalform wird
also komplizierter als in (4.11). Diese zusétzlichen Terme miissen wir auch
beibehalten, wenn wir das Verhalten des Systems in der Nihe einer Resonanz
diskutieren wollen.

Sei also jetzt w=
Resonanzbedingung w

mit teilerfremden natiirlichen Zahlen n und m. Die
a — ) — 1 =0 lautet dann

S

—~

n(a—pB) =ml, (4.12)

es treten also auch zeitabhingige resonante Terme mit [ # 0 auf. Diese Zeit-
abhéngigkeit 148t sich jedoch beseitigen durch Ubergang in ein rotierendes
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Koordinatensystem, also durch die Transformation
7 = zexp(ind/m) Z* = 2" exp(—ind/m) , (4.13)
die erzeugt wird durch
Fo = —Z"zexp(ind/m) .
Die resonanten Terme transformieren sich dabei wie
2°2*8 exp(ild) = Z% exp(—inda/m)Z** exp(indB/m) exp(ild)

= 2°7*P exp(—i{n(a — B) —mi}9/m)

=770
Demnach werden alle resonanten Terme zeitunabhéingig, wihrend die nicht-

resonanten Terme eine Zeitabhingigkeit mit der Periode 2k7m bekommen.
Die Hamiltonfunktion selbst transformiert sich wie
0F>

V="

= ¢+i£Z*zeXp(int/m)
m
—p+ilz7"
m
= (w - ﬁ) Z7* + ¢po(Z2)2 + ...
m

+ weitere resonante Terme

+ nichtresonante Terme hoherer Ordnung .

Im harmonischen Anteil der Hamiltonfunktion wird also die Frequenz w
ersetzt durch einen kleinen Parameter 2e = w— 7+, der den Abstand von der
Resonanz mif}t.

Da es uns nur auf eine lokale Beschreibung des Systems in der Nihe
der Gleichgewichtslage z = z* = 0 ankommt, kénnen wir die Normalform-
transformation bei einem geeigneten k abbrechen und die verbleibenden Ter-
me hoherer Ordnung vernachléssigen. Wir erhalten dann eine ,idealisierte“
Hamiltonfunktion, die die tatsichliche Hamiltonfunktion in der N&ihe der
Gleichgewichtslage quantitativ gut anndhert.

Zum Schlufl der Normalformtransformation gehen wir wieder zu den ur-
spriinglichen reellen Koordinaten p und ¢ oder zu kanonischen Polarkoordi-
naten I und ¢ mit

p=vV2lcosy, q=V2Isingp,
z=V2Iexplip), 2" =V2lexp(—iyp), (4.14)

1 1
I= 5(1)2 +q¢°) = 522*
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iiber.

Wir erhalten auf diese Weise eine Auswahl der ,wesentlichen“ Terme
niedriger Ordnung in der Hamiltonfunktion, die das Verhalten des Systems
in der Nihe der periodischen Bahn bestimmen.

Gemif} der Resonanzbedingung (4.12) und da n und m teilerfremd sind,
ist fiir alle resonanten Terme oo — 0 = rm mit r € Z ein Vielfaches von m.
Ein resonanter Term hat also die Gestalt

220 = (VBI)™" exp fila — B}
= (\/ﬂ)k exp {irmep}
und ist 2m”fperiodisch in . Auflerdem erfiillen alle resonanten Terme die
Bedingungen
rm|=la=pl<a+f=k,
a= %(k—i—rm) €7,
B:%(k—rm)EZ.
Damit ergibt sich fiir die reelle Normalform die Gestalt

o = Z el + Z Z \/Tk [dk cos(rmep) + dj, sin(rmgo)] .
k

k 0<rm<k (4:].5)
k+rm gerade

Da die so erhaltene Hamiltonfunktion von der Zeitkoordinaten 9 un-
abhingig ist, ist sie Konstante der Bewegung. Alle die Punkte, die eine
Bahn mit vorgegebener Anfangsbedingung erreichen kann, sind also durch
eine Niveaulinie der Hamiltonfunktion gegeben. Ein Konturplot der Hamil-
tonfunktion zeigt daher Linien, die man auch in einer Poincaré-Schnittebene
des Ausgangssystems erkennen wird.

Als Beispiel und um die in Kapitel 3.2 dargestellte Bifurkation beschrei-
ben zu kénnen, behandeln wir hier eine Resonanz vierter Ordnung, dh. mit
m = 4. Bei einer Entwicklung der Hamiltonfunktion bis in 6. Ordnung er-
weisen sich folgende Terme als resonant:

p=—1i (w — g) 22" Ordnung 2

+ ¢2(22%)* + a2’ + do4,-n2™ (0.16)
+ ¢3(22%) + 510272 + 15, n22™

Die reelle Normalform der Hamiltonfunktion ergibt sich zu
d= eI
+alI? 4 bI? cos(4p) + b'I? sin(4¢p) (4.17)
+cI? 4 dI? cos(4p) + el sin(4yp)
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mit € = %(w — %) und geeigneten reellen Koeffizienten a, b, b, e, d,e.
Die Bedeutung dieser Terme werden wir in den folgenden Abschnitten

diskutieren.

4.2 Die Normalform der Wirkungsfunktion

Durch Integration der Bewegungsgleichungen bis zu Termen der benétigten
Ordnung erhilt man eine Normalform fiir die erzeugende Funktion S(I’, o)
der Poincaré-Abbbildung fiir yn Umliufe um die zentrale periodische Bahn.
Es ergibt sich

A

S(I',p) =10 —®(I', ) + So(E) (4.18)
=—T'p—el'+ O (I?) + Sy(E) .

Dabei ist ® eine Funktion, die die Gestalt der Normalform (4.15) hat.

Der fithrende Term dieser Entwicklung beschreibt fiir ¢ = 0 die identische
Abbildung. Dem entspricht die Tatsache, daf die Monodromiematrix der m—
fach wiederholten zentralen Bahn in der Resonanz gleich der Einheitsmatrix
ist.

Wir kénnen demnach annehmen, da$ die Grofe S + I'¢ mit geeigneten
Koeffizienten durch die Normalform gegeben ist.

Periodische Bahnen des Ausgangssystems entsprechen Fixpunkten der
Poincaré—Abbbildung, die gegeben sind durch die Beziehungen

& |
__85_ /_8<I>; ! 343‘_
I= _a@_I s==I = 0,

3 o 90 (4.19)
_ S __ 0P - 9P __
'=—sp=¢ —or=% = =0

Demnach entsprechen periodische Bahnen stationdren Punkten der Normal-
form.

In diesen stationdiren Punkten ist auBerdem S + I'p = S + I¢/ = S
gleich der Wirkung der periodischen Bahn. Diese Tatsache erklirt auch,
warum in (4.18) der Summand Sy(E), die m—fache Wirkung der zentralen
Bahn, hinzugefiigt wurde, obwohl er die von S erzeugte Transformation nicht
beeinfluflt.

4.3 Generische Bifurkationen

In niedrigster Ordnung lautet die Normalform (4.17)

b =cl= %@2 +¢?). (4.20)

Dies ist die Hamiltonfunktion eines harmonischen Oszillators, sie beschreibt,
wie Bahnen, die in der Nidhe der zentralen periodischen Bahn starten, sich
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mit der Frequenz w + ¢, bzw. im rotierenden Koordinatensystem mit der
Frequenz e, um diese Bahn herumwinden.

In zweiter Ordnung in I treten in der Normalform winkelabhéngige Ter-
me auf. Fiir beliebige Resonanzen beschreibt die niedrigste Ordnung der
Normalformentwicklung, in der solche nichttrivialen Terme auftreten, die
von Mayer ([May70]) klassifizierten generischen Bifurkationen des Systems,
dh. diejenigen Bifurkationen, mit deren Auftreten man zu rechnen hat, wenn
man einen einzigen Parameter eines Systems mit zwei Freiheitsgraden und
ohne spezielle Symmetrien variiert.

Wie Mayer zeigte, gibt es fiir jede Ordnung m der Resonanz nur eine,
oder im Fall m = 4 ausnahmsweise zwei, Moglichkeiten, wie die Bifurkation
erfolgt. Fiir m = 4 wollen wir diese Moglichkeiten untersuchen.

Die Normalform (4.17) lautet bis zu zweiter Ordnung in [

® = eI 4 al? + bI? cos(dy) + b'I? sin(4y) . (4.21)

Durch geeignete Wahl einer Bezugsrichtung fiir den Winkel ¢, also die Trans-
formation ¢ — ¢ + ¢y, kann man den zu sin(4¢) proportionalen Term eli-
minieren, wir konnen also ¥’ = 0 setzen. Damit nimmt die Normalform die
Gestalt

® = eI + aI® + bI? cos(4yp) (4.22)

an.
Um die periodischen Bahnen unseres Systems zu finden, miissen wir die
stationiren Punkte dieser Normalform bestimmen. Die zentrale Bahn, um
die herum wir entwickelt haben, liegt bei I = 0 und macht sich nicht als
stationdrer Punkt bemerkbar, da die Transformation (4.14) auf Polarkoor-
dinaten in diesem Punkt singuldr wird.
Fiir I # 0 haben wir die Gleichungen

1 00
0= g— = —4bI%sin(4yp) ,

' ag (4.23)
0= o= €+ 2al + 2bI cos(4yp) .

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt sin(4¢) = 0, also cos(4p) =0 =
+1. Die zweite Gleichung liefert dann

€

=
2(a + ob)

(4.24)
Zu jeder Wahl von o gehoren vier verschiedene Winkel ¢, 0 < ¢ < 27,
mit sin(4¢) = 0 und cos(4¢) = o, also vier verschiedene stationire Punk-
te im Poincaréschnitt. Diese stationiren Punkte gehoren alle zu derselben
periodischen Bahn, die die vierfache Periode hat wie die zentrale Bahn.
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Abbildung 4.1: Konturplots der Normalform (4.22) fiir den Fall der Island—
Chain—Bifurkation. Mittleres Bild: € = 0, links davon ¢ < 0, rechts £ > 0.

Fiir reelle periodische Bahnen ist I = %(p2 + ¢?) immer positiv reell.
Wenn wir in (4.24) eine negative Losung fiir I, erhalten, zeigt das also
an, dafl wir es mit einer komplexen periodischen Bahn zu tun haben. Die
Wirkung der jeweiligen Bahn, die wir nach Kapitel 4.2 mit dem stationiren
Wert ®(I,) der Normalform identifizieren kénnen, ist reell, falls I, reell ist;
ein negativ reelles I, bedeutet also eine komplexe Bahn mit reeller Wirkung.

Wir haben nun zwei Félle zu unterscheiden:

e |a| > |b]: Island—Chain-Bifurkation

In diesem Fall haben a + b und a — b gleiches Vorzeichen, nidmlich das
Vorzeichen von a. Fiir sighe = —signa sind beide Losungen I, aus
(4.24) positiv, fiir signe = signa sind sie negativ. Daher liegen auf
einer Seite der Resonanz zwei reelle Satellitenbahnen vor, von denen
eine stabil und die andere instabil ist. Fiir ¢ — 0 ziehen sie sich auf
die zentrale Bahn zusammen und erscheinen auf der anderen Seite der
Resonanz als komplexe Bahnen wieder.

Abb. 4.1 zeigt eine Folge von Konturplots der Normalform fiir verschie-
dene ¢, die wir als Folge von Poincaréschnitten auffassen. Man erkennt
fiir € < 0 einen einzigen elliptischen Fixpunkt in der Mitte des Bildes,
der der zentralen stabilen Bahn entspricht. Fiir £ > 0 treten zusétzlich
je vier elliptische und hyperbolische Fixpunkte auf, die der stabilen
bzw. der instabilen Satellitenbahn entsprechen. Wegen des Aussehens
dieser Abbildung nennt man die hier vorliegende Bifurkation Island-
Chain—Bifurkation. Eine solche Bifurkation liegt in dem in Kapitel 3.2
beschriebenen Beispiel bei der Energie F, vor.

e |a| < |b|: Touch-and-Go-Bifurkation
In diesem Fall haben a + b und a — b unterschiedliche Vorzeichen. Fiir
jedes ¢ ist also genau eine der beiden Satellitenbahnen reell. Geht ¢
durch 0, so wird die bislang reelle Bahn komplex, wiahrend gleichzeitig
die bislang komplexe Bahn reell wird.

Abb. 4.2 zeigt eine Folge von Konturplots fiir diesen Fall. Fiir alle € ist
der zentrale elliptische Fixpunkt von vier hyperbolischen Fixpunkten
umgeben, die anzeigen, daf} jeweils eine instabile reelle Satellitenbahn
existiert. Die Fixpunkte liegen fiir ¢ > 0 bei anderen Winkeln als bei
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Abbildung 4.2: Wie 4.1 fiir den Fall der Touch-and-Go-Bifurkation.

€ < 0, es handelt sich also um die Bahn mit anderem o. Die hier
dargestellte Bifurkation nennt man Touch—and-Go-Bifurkation.

4.4 Folgen von Bifurkationen

Bei der Untersuchung spezieller Hamiltonscher Systeme beobachtet man
hiufig, daB die von Mayer klassifizierten generischen Bifurkationen in or-
ganisierten Folgen auftreten. Beispiele fiir solche Folgen wurden von Mao
und Delos ([Mao092]) fir das diamagnetische Keplerproblem beschrieben.
Auch in den hier zu behandelnden Beispiel aus Kapitel 3.2 tritt eine Folge
von zwei Bifurkationen auf. Wie Sadovskii, Shaw und Delos zeigten ([Sad95],
[Sad96]), kann man diese Folgen analytisch beschreiben, wenn man hohere
Terme der Normalformentwicklung beriicksichtigt.

Wir benutzen also im folgenden alle Terme der Entwicklung (4.17) bis
einschliefflich dritter Ordnung in I, wobei wir den b'-Term wie oben durch
geeignete Wahl einer Bezugsrichtung fiir ¢ eliminieren kénnen:

® = eI 4 aI® + bI? cos(dp) + cI® + dI® cos(4g) + el sin(4y) .
(4.25)

Diese Normalform kann durch kanonische Transformationen weiter ver-
einfacht werden, wobei die Transformationen nur bis zu Termen der Ordnung
I* durchgefiihrt werden miissen, da héhere Terme ohnehin vernachlissigt
worden sind.

Wir beginnen mit einer Transformation auf neue Koordinaten I ,p, die
erzeugt wird durch die Funktion

A e A
=—Jp+ —1I? 4.2
-7:2 2 + ]h ) ( 6)
also
I= —? =T,
7
oF, . (4.27)
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Damit folgt
sin(4yp) = sin(4¢) + O(I) ,

) , (4.28)
cos(4p) = cos(4p) — sin(4p) bI +0 (I )
und
® = el 4+ al® 4 bI? <cos(4¢)) — %fsin(4¢;)>
+ el® 4 dIP cos(49) + el sin(4¢) + O (f4)
(4.29)

= el 4 al? + bI? cos(4¢) + eI® + dI® cos(4¢) + O (f4)
Da wir diese Transformation jederzeit durchfithren konnen, kénnen wir

n (4.25) e = 0 annehmen und erhalten die Normalform
® = eI + al? + bI? cos(4p) + I + dI® cos(4yp) . (4.30)

Diese vereinfachen wir nun weiter durch eine kanonische Transformation mit
der Erzeugenden

Fo=—Ip—1f(p) — IPg(p) (4.31)
mit
= Asin(4
() = Asin(4p) )
g(1p) = 42? (sin(4p) cos(4p) — dg)
und einem freien Parameter .
Die Transformationgleichungen lauten
0F T2 3 1
I=———=1+1 I
s =1+ (o) + Py ().
0F: .
p=——2=p+20f(p) +3I(e) (4.33)

=p+20f(p)+0(I?) .
Aus diesen Gleichungen folgt weiter
o =¢—20f(p)+0(1?),
cos(4p) = cos (4¢ — 81 () + O (12))
= cos(4¢) + 81 () sin(4¢) + O (I?) |
[=1+1f (p-20f(p)+0(1?))+ I (¢ +0(I))
=1+ 121'(@) + PP [¢(0) - 2f (@) ["(@)] + 0 (1)
2 :f2+2f3f’(A)+(’)(I ) :
P=r+o(it).
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Damit ergibt sich die transformierte Hamiltonfunktion zu
o= e{l+21'(p)+ ¢ (9) - 2/(2)]"(®)]}
+a (12 + 21 ()
+b( 12 + 2% f(9)) ((cos(4p) + 81 f(¢) sin(49) )
+cI? + dI? cos(49) + O (f4)
= eI+ 1I? (6f’(<,?3) +a+ bcos(4<[3))

+13{ g/ (¢) — 21 ()" (9)
+2af'(p) + 8bf () sin(4¢) + 2bf'($) cos(49)

+c + dcos(49) }
+0 (1*)
(4.32) & 2o 72 5
=" el +al”+ (b+4Xe)I” cos(4p) . (4.34)
+ (¢ + 8N I + (d + 8a))I® cos(4¢)
+0 (1)
Durch die Wahl )\ = —% kénnen wir erreichen, daf der zu I® cos(4¢) pro-

portionale Term entfillt. Mit neuen Bezeichnungen fiir die Koeffizienten
erhalten wir also fiir die Normalform in 3. Ordnung in I endgiiltig

® = el + al? + bI? cos(4p) + cI® . (4.35)

Die stationaren Punkte dieser Normalform aufler dem zentralen statio-
néren Punkt bei I = 0 sind gegeben durch

1 00
0192 _ _pp sin(4¢) ,

' gg (4.36)
0= I=°¢ + 2al + 2bI cos(4y) + 3cl? .

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt wieder

sin(4p) =0,
cos(dp) =0 = =+1.

Die zweite Gleichung
e+ 2(a+ob)I +3cI?> =0

hat fiir festes o die beiden Lésungen

Ipy = —05 £1/C+ 03 (4.37)
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Abbildung 4.3: An der Abhéngigkeit I,(¢) werden die Bifurkationen sicht-
bar. ausgezogen: reelle Bahn; gestrichelt: komplexe Bahn mit reeller Wir-
kung; punktiert: zwei konjugiert komplexe Bahnen.

mit den Abkiirzungen

€ a—+ ob

CZ_% G0 = 3¢

(4.38)

Wir untersuchen zunéchst das Verhalten der beiden Bahnen zu gegebe-
nem o: Die beiden Lésungen I, sind reell fiir ¢ > —p2, konjugiert komplex
zueinander fiir ¢ < p2. Abb. 4.3 zeigt schematisch den Verlauf der Losungen

17(¢)-

* 0, >0
In diesem Fall ist I, negativ fiir ( > —p2; I, ist negativ fiir —p2 <
¢ < 0 und positiv fiir { > 0.

Fiir die periodischen Bahnen bedeutet dies:

Die ,,0+“-Bahn ist fiir { > 0 reell, zieht sich fiir { — 0 auf die zentrale
Bahn bei I = 0 zusammen und wird fiir ¢ < 0 komplex. Bei ( = —g?2
kollidiert die ,0+“-Bahn mit der bis dahin komplexen ,,c—“-Bahn,
und beide Bahnen werden zueinander konjugiert komplex.

® 0, <0
In diesem Fall ist I, positiv fiir { > —p2; I, ist positiv fiir —p2 <
¢ < 0 und negativ fiir ¢ > 0.

Fiir die periodischen Bahnen bedeutet dies:
Die ,0—“-Bahn ist fiir ( > 0 komplex, zieht sich fiir ( — 0 auf die
zentrale Bahn bei I = 0 zusammen und wird fiir { < 0 reell. Bei
¢ = —02 kollidiert die ,0—“-Bahn mit der bis dahin reellen ,,o+%~
Bahn, und beide Bahnen werden komplex.

Falls |a| > |b| gilt, haben o4 und p_ gleiches Vorzeichen, ansonsten
haben sie verschiedene Vorzeichen. Damit ergeben sich fiir das Verhalten der
vier Satellitenbahnen folgende vier Szenarien, die in Abb. 4.4 schematisch
dargestellt sind:
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Abbildung 4.4: Wie Abb. 4.3. Durch die Darstellung aller Satellitenbahnen
erkennt man die Abfolge der Bifurkationen.

|a| > [b], 0+ >0

Die Bahnen ,,++* und ,,—+* sind fiir { > 0 reell. Fiir ¢ — 0 ziehen sie
sich auf die zentrale Bahn zusammen und werden fiir ¢ < 0 komplex.
Diese drei Bahnen bilden bei ( = 0 also die in Kapitel 4.3 beschriebene
Island-Chain-Bifurkation. Bei ( = —p2 kollidiert jeweils die , o+~
Bahn mit der ,,c—“~Bahn, und die beiden Bahnen werden konjugiert
komplex zueinander.

+ la[ > 18], 0+ <0

Die Bahnen ,,+—“ und ,, ——* bilden zusammen mit der zentralen Bahn
bei ¢ = 0 eine Island—Chain—Bifurkation, wobei die Satellitenbahnen
hier allerdings fiir ¢ < 0 reell sind. Bei ( = —p?2 kollidiert die reelle
,o0—“—Bahn mit der ebenfalls reellen ,0+“-Bahn, und die Bahnen
werden konjugiert komplex zueinander.

- Ja] <1bl,0- <0 < o4

Bei ¢ > 0 ist die ,,++“—Bahn reell, die ,,——“—Bahn komplex. Fiir { —
0 ziehen sich die beiden Bahnen auf die zentrale Bahn zusammen und
bilden dort eine Touch-and-Go-Bifurkation. Bei { = _93— kollidiert
die nun komplexe ,++“-Bahn mit der ebenfalls komplexen ,+—*“—
Bahn, und die beiden werden zueinander konjugiert komplex. Ebenso
kollidieren die reellen Bahnen ,——* und ,—+“ bei { = —p? und
werden konjugiert komplex.
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4. la| < |bl,04 <0 < o-
Dieser Fall entspricht Fall 3, wobei ¢ = 4+1 und ¢ = —1 die Rollen
tauschen.

Das unter Fall 1 beschriebene Szenario ist dem Beispiel aus Kapitel 3.2
(vgl. insbesondere Abb. 3.6) bereits recht &hnlich, von den beiden isochro-
nen Bifurkationen tritt in unserem Beispiel allerdings nur eine auf, und die
»,——“-Bahn hat im Beispiel keine Entsprechung. Dies legt es nahe, noch
eine andere Darstellung der Normalform zu wihlen.

d—c

Wir setzen in (4.34) A = 560 und fiithren wieder neue Bezeichnungen

ein. Damit erhalten wir die Normalform
® = eI + aI? + bI? cos(4p) + cI*(1 4 cos(4y)) . (4.39)

Die Gleichungen der stationiren Punkte lauten hier

1 00
0= g—w = —4I*(b + cI) sin(4yp) ,
| 0P 9
0= = ° + 2al + 2b1 cos(4p) + 3cI*(1 + cos(4yp)) . (4.40)

Wiederum folgt

sin(4p) =0,
cos(dp) =0 = *£1,

und
e+2(a+ob)I +3cl*(1+0)=0. (4.41)

Fiir 0 = +1 entspricht dies der Gleichung (4.36), liefert also die be-
kannte Abfolge von Periodenvervierfachung und isochroner Bifurkation. Fiir
o = —1 entfillt jedoch der Term dritter Ordnung, und wie bei der Diskus-
sion der Normalform zweiter Ordnung tritt nur die Bahn auf, die an der
Periodenvervierfachung unmittelbar beteiligt ist, die ,——“-Bahn aus der
obigen Diskussion entfillt. Die von der modifizierten Normalform beschrie-
bene Abfolge von Bifurkationen ist ist Abb. 4.5 dargestellt.

Daf} zwei Darstellungen der Normalform, die durch kanonische Transfor-
mationen miteinander verkniipft sind, qualitativ unterschiedliches Verhalten
zeigen konnen, liegt daran, dafl die Transformationen nur bis auf Terme der
Ordnung I® richtig ausgefiihrt wurden. Wenn man die Bestimmung der sta-
tiondren Punkte direkt an der Normalform (4.30) durchfiihrt, kann man
zeigen, dafl I__ fiir ¢ —d — 0 gegen oo divergiert, die ,,——“~Bahn sich also
aus dem Giiltigkeitsbereich der Normalformentwicklung entfernt.

Genauer liegen die stationdren Punkte der neuen Normalform fiir 0 = +1

bei
a+b € a+b\?
I =- 6¢ i\/_&—i_( 60)
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Abbildung 4.5: Das hier betrachtete Bifurkationsszenario der modifizierten
Normalform (4.39).

und fiir 0 = —1 bei

Iy =-—

2(a—b)

Von nun an nehmen wir ¢ < 0 an. Wie man durch eine Diskussion dhnlich
der obigen zeigen kann, ist nur in diesem Fall eine Island-Chain-Bifurkation
bei ¢ = 0 moglich, in der reelle Bahnen fiir ¢ > 0 auftreten. Dies ist jedoch
der Fall, der im Beispiel aus Kapitel 3.2 vorliegt und der uns hier allein
interessiert. Unter dieser Voraussetzung kann man schreiben

I, =—c /3 (5 +\/n+ 52> (4.42)

___c
T,_ 601/37
a+b

623

(4.43)

Aus der Zerlegung

i 1 a+b 0P 1/3 2 . _
©—<§I+1—86>W—4c (77+5)I+2776 fiir cos(4¢) = +1,

die sich durch Polynomdivision gewinnen 148t, oder durch direktes Einsetzen
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erhilt man die Wirkungen der periodischen Bahnen zu
P = <I>(Ii,a = +1)
= 4¢3 (77 + 52) I+ 2nd

= +4 (n+02) (5 +4/n+ 52) + 216 (4.44)

62

“4(a—b)’
Dy=d(T=0)=0.

@_1 = (b([_l’a = —1) =

Auflerdem benétigen wir im néchsten Kapitel die Hesse-Determinanten
der Wirkung in den stationiren Punkten. Dabei kénnen wir prinzipiell ein
beliebiges Koordinatensystem zugrunde legen; da aber das Polarkoordina-
tensystem bei I = 0 singulir ist und wir daher keine Hesse-Determinante
fur die zentrale Bahn bestimmen kénnen, verwenden wir hierfiir kartesische
Koordinaten.

Mit Hilfe der Transformationgleichungen (4.14) und der Beziehung

cos(4yp) = cos® p — 6cos? psin® p + sin® p

konnen wir die Normalform in kartesischen Koordinaten ausdriicken:

9] a
P = 5(1)2 +q¢%) + Z(p4 +2p%¢* + ¢*)
b c
+ Z(p4 —6p’¢* +q*) + Z(p6 —p'¢® —p*¢" + %) . (4.45)

Fiir die Hesse-Determinanten gilt dann, wenn Indizes p, ¢ partielle Ab-
leitungen bedeuten:

Hess @ =®,,944 — ©p¢Pqp

= {5 +3(a — b)p® + (a — 3b)¢* + g(l5p4 —6p%g? — q4)} X
{6 + (a = 3b)p* + 3(a+ b)¢” — g(p4 +6p%q” — 15q4)}(4.46)
2
— 4p?¢? {a —3b—c(p® + q2)}
In diesem Ausdruck setzen wir nun p = ¢ = 0 fiir die zentrale Bahn,
o = 0,also p = 0,q = 2I1 fir c = +1 und ¢ = 7, also p = q =
%\/21 _1 = +/I_4 fiir c = —1. Damit ergeben sich die Hesse-Determinanten
der vier periodischen Bahnen zu

Hess: = {e + 2(a — 3b)Lx — 21} } {e + 6(a + b) I + 30c13 } |
2
Hess_; = {6 +4al_ + 40131} — 412, {a — 3b —2eI}*

4.47
Hessy = e2 . ( )



Kapitel 5

Gleichmiaflige Niherung

5.1 Herleitung der gleichméifligen Niherung

Nachdem wir einen analytischen Ausdruck gefunden haben, mit dem wir die
Wirkungen der periodischen Bahnen in der Nidhe der untersuchten Bifurkati-
on beschreiben konnen, haben wir nun den kollektiven Beitrag dieser Bahnen
zur quantenmechanischen Zustandsdichte zu bestimmen. Bei der Herleitung
der Integraldarstellung (5.10) fiir die gleichméflige Niaherung lassen wir uns
durch das Vorgehen von Sieber ([Sie96, Abschnitt 2]) leiten.

Unser Ausgangspunkt ist die semiklassische Greensche Funktion (2.29),
in der wir hier nur den Beitrag einer einzigen klassischen Bahn beriicksich-
tigen:

1 1 T
G(Z'%#,E) = ———1/|D]e {—S 7z, F —i—u} ) 5.1
(@5, 1) = /I Dlexp | 1S5, F) —i (5.1
Dabei ist § die Wirkung der Bahn, v ihr Maslov-Index und

a%s %S
Ty =

D = det or'ox  0X'OF )
928 08

0EOT OFE?

Wir fithren nun wie in Kapitel 4 rdumliche Koordinaten (y, z) ein, so
da z entlang der zentralen periodischen Bahn mit jedem Umlauf um 27
zunimmt und y den Abstand von der periodischen Bahn mifit. Dann gilt:

TG = / 7' 5(F — #)G(@F, E)
_ 1
 ih/2mih

1
thmv2mih

/de'de §(z' = 2)6(y — y)\/| D] exp {%S(a’c"f, E)— zgy}

/dy'dz dy 6(y' —y)\/|D|

exp {—S(a’c"f, E)—i-v

2'=z421mm
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Im letzten Schritt wurde die Integration iiber 2z’ ausgefiihrt. In der Nihe
einer ~—Resonanz betrachten wir wie bereits in Kapitel 4.2 die m-fache
Wiederholung der bifurkierenden Bahn als die zentrale periodische Bahn.
Die Integration iiber z erstreckt sich dann iiber m primitive Perioden, obwohl
sie urspriinglich nur eine umfassen darf. Dies wird durch den Vorfaktor %
ausgeglichen.

Wie wir in Kapitel 2.1 gesehen haben, konnen wir die Wirkungsfunktion
S(y',z" = z 4+ 2mm,y, z) als erzeugende Funktion der Poincaré—Abbildung
vom Typ F; auffassen. Bei Auftreten einer Resonanz ist jedoch die Poin-
caré-Abbildung in linearer Ndherung gleich der Identitét, fiir die keine F;—
Erzeugende existiert. Wir gehen daher zu einer Fo—FErzeugenden iiber, indem
wir die Integraldarstellung

1 [t i
oy —y) = ﬁ[ dp, exp{ﬁp;(y—y')}

einsetzen und das Integral iiber ¢ in Stationdre-Phase-N#aherung ausfithren.
Die Stationaritdtsbedingung lautet

g—j —pl, =0, (5.2)
und man erhéilt
TrG = m /dydzdp;\/m
exp {% (,§' + yp;/) — zgﬁ} ;S . (5.3)
ay'?
Dabei ist
S('p,zy, E) = S('y'zy, E) —y'p} | 1 (5.4)

wegen (5.2) die Legendre-Transformierte von S beziiglich 3’ und

. v :%>0
U= 92 . (5.5)
V+1 W<0

Als allgemeine Eigenschaft der Legendre-Transformation gilt, wenn u
und v je eine der an der Transformation nicht beteiligten Variablen z, 2,y
und E bezeichnen,

ou Ou’ 3p§1_ g
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Daraus folgt fiir die zweiten Ableitungen

75 _ 008
dudv  Ou Ov
2 & 28 Oy
- 05, 05 oy (5.6)
Oudv ~ 9py,0v du ly
und

%S B 3_10;/
oudy'  Ou

008

0y Ou

08 Op, %S %S
© Op,0u By Oploudy’?

(5.7)

Weiter gilt
9%s 9%s %S
02'0z 0y'0z  OFROz
_ 928 928 928
D =det | 555, 375, 250y
928 9328 928
02/0FE 0y'0F  OE-Z

28 | 0°8 Opl, oy 92§ 928 Opy
0210z 8p’ 0z 0z 0z OEOz opl,OF 0z
— det | 228 925 Opy  Op, 928 928 opl,
- 0z'0y op,0z" Oy oy OEdy Op\, OE Oy
228 92§ op, Op, 928 928 v,

9708 © oy o7 9F B  o&E t GpoF oF

Die zweiten Summanden in der ersten und dritten Spalte dieser Matrix
sind linear abhéingig von der zweiten Spalte und konnen daher entfallen. Es
ergibt sich

95 9’5 9%8 925
02'0z oy’ 3p’y3z OE0z
_ 028 925 95 9°8
D=det| 575, 57 o00; B0y
28 98 95 9%8
970E 0y Opl,0E  OEZ
828 828 828
9 02'0z op,, 0z  OE0z
_ ) det 828 828 828
- ay/2 0z'0y opl, 0y OEOdy
828 828 828
9/0E Opj0E  OE?

Bezeichnen wir die hier verbleibende Determinante mit D, so folgt aus (5.3)

TG = 27mmh2 /dydzdpy\/ﬂ exp {% (g—l—yp;) — zgﬁ}

2'=z421mm
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Wie in Kapitel 2.3 gilt wegen unserer Wahl der z-Koordinate entlang der
periodischen Bahn

oA
b= %aiai' '

y
Damit kann die Integration iiber z wieder trivial ausgefiihrt werden und
liefert die fiir einen Umlauf bendtigte Zeit. Diese Zeit hingt von den Koor-
dinaten y und p;/ ab und ist von der Periodendauer der zentralen periodi-
schen Bahn im allgemeinen etwas verschieden. Wir schreiben sie daher als

55 (v, 7}):

exp {% (S’—i- yp;) - zgﬁ} .

(5.9)

1 , 08 || 928
Tré = 2mimh2 /dy dpya_E ‘33/8;0;}

Fiir den Beitrag der betrachteten Bahnen zur semiklassischen Zustandsdich-
te erhalten wir daraus

d(E) = —1sTra

7
1 oS || 928
=5 §R/dy dp! —
2n2mh? YOE'\ | 0yop, (5.10)
i A~ / LT,
exp {ﬁ (S + ypy) — 7,51/} .

Die hier im Exponenten stehende Funktion

fy, 0, B) == S(y.,p),, E) + yp), (5.11)

miissen wir nun zu bekannten Funktionen in Beziehung setzen. Die einzi-
ge Information, die wir iiber f haben, ist die Verteilung ihrer stationiren
Punkte: Diese entsprechen nach Kapitel 4.2 den periodischen Bahnen des
Systems.

Die Klassifikation reeller Funktionen im Hinblick auf die Verteilung ihrer
stationdren Punkte ist Aufgabe der mathematischen Katastrophentheorie
(vgl. [Pos78]). Dort werden zwei Scharen von Funktionen ®; und ®9, die im
Ursprung jeweils einen stationiren Punkt aufweisen und dort den Wert 0

haben, als d4quivalent betrachtet, wenn es eine Schar von Diffeomorphismen
P(E) gibt, so daf} gilt

Oo(7, E) = 0, (¢(7, E), E) . (5.12)

Dabei steht E fiir den (oder die) Scharparameter.
Die in einem gewissen Sinne einfachsten Typen von Funktionen wurden
von Thom vollstéindig beziiglich dieser Aquivalenzrelation klassifiziert; man
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bezeichnet sie als die sieben elementaren Katastrophen. Jede dieser Klassen
wird représentiert durch ein Polynom in einer oder zwei Variablen. In den
bisherigen Arbeiten von Main und Wunner ([Mai97a], [Mai98a]) ist es gelun-
gen, die fragliche Funktion f durch einen Diffeomorphismus zu einer dieser
sieben Standardformen in Beziehung zu setzen.

In unserem Fall gelingt die Identifikation mit einer elementaren Kata-
strophe nicht. Wir wissen jedoch aus Kapitel 4.2, daf§ die Normalform die
gleichen stationdren Punkte aufweist wie die Funktion f und durch eine
Koordinatentransformation mit dieser verbunden ist. Deshalb kann uns die
Normalform als analytisch bekannter Repréisentant der Aquivalenzklasse die-
nen. Dies fiihrt auf den Ansatz

f(y,py, E) = So(E) + @Y (y,py, E), E) . (5.13)

Dabei ist 1) eine (unbekannte) Koordinatentransformation mit (0, E) = 0
und Sy(E) die Wirkung der zentralen periodischen Bahn. Die Moglichkeit,
an dieser Stelle die Normalform zu verwenden, bedeutet insbesondere, dafl
mit der Normalformtheorie ein Verfahren zur Verfiigung steht, mit dem man
fiir jede Bifurkation systematisch eine Ansatzfunktion ® konstruieren kann.

Mit den neuen Koordinaten (Y, P§-) = t(y,p;) und der Jacobi-Matrix
Jac v von 1 gilt

1 LT,
d(E) = 93 %exp{hSo( ) — 2V}
oS 928 1
YdP! d(Y, P .
/d d YOF 8y8py |detJac1/)|eXp{ ( Y)}

Aus (5.13) folgt durch zweimaliges Ableiten die Matrixgleichung

0% f ;0%

ypn)? - V) S e

Jac
also gilt fiir die Determinanten

| Hess f|

|detJa.C'l'b| = m .

(5.14)

Damit ergibt sich die Zustandsdichte schlieBlich zu

a(F) = 5 1h2§ReXp{hSO( B) %o }

928 /|Hess'1)
YdP! (Y, P . 1
/d d Y@E 3y8py |Hessf Y)} (5.15)
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Im Integranden des hier verbleibenden Integrals steht im Exponenten die
aus dem letzten Kapitel bekannte Normalform, deren Parameter allerdings
noch zu bestimmen sind. Hingegen ist der Vorfaktor der Exponentialfunktion

0§
"~ OFE

028
dydp,

| Hess @|
| Hess f|

(5.16)

ginzlich unbekannt. Um das Integral auswerten zu kénnen, miissen wir also
einen Zusammenhang der hier auftretenden Terme mit den Bahndaten der
klassischen periodischen Bahnen des Systems herstellen. Da diese Bahnen
den stationdren Punkten der Normalform entsprechen, untersuchen wir also
das Verhalten des Vorfaktors in den stationdren Punkten des Exponenten.
Aus der Definition (5.11) ergibt sich die Hessesche Matrix von f zu

928 528
Of _ ( dy? dydp, 1)
N2 928 928

BpLQ
und damit die Hesse-Determinante

928 928 _( P )2
oy? opy,?  \ Oyop,

028 \> 925 928 928
=1+ | s | +255.
dyop), dy? Op),? dyop),

Mit Gleichung (2.16) folgt

Hess f =

0?8
dy0p),

1 028 | s 1 (5.18)
| Hess f|'\| | 9yOp;, VM =2]° .

AuBlerdem benutzen wir, dafl % in einem stationdren Punkt die Zeit an-
gibt, die auf der entsprechenden periodischen Bahn zwischen Start- und
Zielpunkt benttigt wird. Fiir die zentrale Bahn ist dies die m—fache primi-
tive Periodendauer mTy, fir die Satellitenbahnen jedoch nur die einfache
primitive Periode T.

Mit diesen Ergebnissen folgt

Hess f £ —(Tr M — 2) (5.17)

und

X = | Hess @ (5.19)
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wobei die Notation {m} anzeigen soll, da§ der Faktor fiir Satellitenbahnen
wegzulassen ist. Dieser Ausdruck lifit sich berechnen, sobald die Parameter
der Normalform ® bestimmt sind.

Mit Hilfe der Beziehung (5.19) kénnen wir uns davon iiberzeugen, daf
die Integralformel (5.15) in groBer Entfernung vom Bifurkationspunkt in die
Gutzwillersche Spurformel iibergeht: Wenn die Abstéinde der stationiren
Punkte voneinander grof3 sind, wird es wieder moglich, das Integral in der
Stationdre—Phase-N#herung auszuwerten.

Wir betrachten zunichst den Beitrag des stationiren Punktes bei Y/ =
Py = 0, der der zentralen periodischen Bahn entspricht. Wenn wir ®(0) =
0 und (5.19) benutzen und die Zahl der negativen Eigenwerte der Hesse-

Matrix

% o mit A bezeichnen, ergibt sich dieser Beitrag zu

1 cexp {—iZA}
1/ | Hess @ — 1= 2 e
22 mh? \/TrM ess @]y R exp{ % Z2 } ( 7mh),/|Hess<I>||0
1 Ty
7Th \/T‘I‘Mg -

Dies ist gerade der Gutzwiller-Summand der zentralen Bahn, wenn wir o +
A — 1 mit dem Maslov-Index der Bahn identifizieren.

Die Satellitenbahnen liefern nur bei solchen Energien Beitrige, bei denen
sie reell sind. In diesem Fall entsprechen jeder Satellitenbahn m Fixpunkte
der Poincaré—Abbbildung, also auch m stationire Punkte der Normalform,
die zusammen den Beitrag

1 T,
/| Hess ®
M onmh? 4y/Tr My — 2 | Hess ],

. . o
R exp {%So - zgu} (2mik) exp {%q>s} %
€SS

%exp{ So — (ﬁ—i-)\—l)} .

2

1 T

s T (N
ﬁh\/iéﬁe p{ Ss — 22(V+)\ 1)}

liefern. Dabei ist die Zahl der negativen Eigenwerte von % , mit A’
bezeichnet, und wir haben benutzt, dafl So(E) + ®s nach unserem Ansatz
(5.13) gerade die Wirkung Ss(E) der Satellitenbahn ist.

Auch fiir die Satellitenbahnen erhalten wir also asymptotisch wieder die
Gutzwiller-Summanden, wenn © + A\’ — 1 gerade der Maslov—Index der Sa-
tellitenbahn ist. Aus dieser Bedingung kann man schlielen, dafl man der
Normalform nicht nur die Wirkungen der Satellitenbahnen, sondern auch
die Anderung des Maslov-Index in der Bifurkation entnehmen kann, indem
man die Zahl der negativen Eigenwerte der Hesse-Matrizen fiir die verschie-
denen Bahnen bestimmt.
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Nachdem wir uns von der Richtigkeit unserer Integralformel {iberzeugt
haben, werden wir sie in den néchsten Abschnitten auswerten. Dies kann in
unterschiedlichen Nidherungen geschehen, von denen wir im folgenden zwei
darstellen werden.

5.2 Die lokale Niherung

Als einfachste Niherung kann man versuchen, die Parameter a, b, ¢ der Nor-
malform (4.39) so zu wihlen, daf§ die stationdren Werte (4.44) die Wirkun-
gen der periodischen Bahnen gut wiedergeben.

Im Sinne der Stationidre-Phase-Ndherung kann man weiter annehmen,
daB nur der Teil des Integrationsgebietes, in dem die stationdren Punkte des
Exponenten liegen, eines Beitrag zum Integral liefert. Da wir die gleichmé&fi-
ge Naherung (5.15) nur fiir Energien nahe der Bifurkationsenergie benotigen,
wo die Stationdre-Phase-Néherung versagt, ist dies eine Umgebung des Ur-
sprungs I = 0. Wir kénnen also g—% ndherungsweise durch seinen Wert im
Ursprung, also die Periodendauer m7y der zentralen periodischen Bahn, er-
setzen. Auflerdem kénnen wir versuchen, den Quotienten Tﬁej\sﬁﬁ durch eine
Konstante k£ anzundhern. Dies fiihrt auf die Niherung

1 Tg ’L LT
By~ — O L So(E) — iz
d(E) 5272 |k|§Rexp{hSo( ) 221/}

/ dy dp, exp{%@(Y,P{/)} . (5.20)

Damit ist die Zustandsdichte durch das Integral einer bekannten Funktion
ausgedriickt, das sich numerisch auswerten lifit (siehe Anhang C).

Fiir unser Beispiel zeigen die Abb. 5.2 und 5.2, daf} die aus der Nor-
malform bestimmten Wirkungen und Hesse-Determinanten zwar qualitativ
dhnlich verlaufen wie die tatsichlichen Daten der an der Bifurkation betei-
ligten Bahnen, aber quantitativ nicht gut mit ihnen iibereinstimmen.

Als Parameter ¢, der den Abstand von der Bifurkation angibt, wurde
dabei die Energiedifferenz

e=E—-E. (5.21)

verwendet. Die Parameter der Normalform wurden so bestimmt, daf} die
Ubereinstimmung mit den numerisch bestimmten Werten global moglichst
gut ist. Die gewédhlten Parameter sind

—.029 ,

Il
o
S
3

(5.22)
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Abbildung 5.1: Wirkungsdifferenzen der an der Bifurkation beteiligten Bah-
nen. Ausgezogen: numerisch bestimmte Bahndaten, gestrichelt: stationére
Werte der Normalform nach (4.44).

wobei die Tilde anzeigt, daf} die Normalform mit diesen Parametern an die
skalierte Wirkung S/27 angepafit wurde.

Um nun tatséichlich Spektren fiir verschiedene Magnetfeldstirken be-
rechnen zu kénnen, miissen wir geméifl der Skalierungsvorschrift (3.3) die

Wirkung S = 27w - (5’ / 27r) mit dem Skalierungsparameter w = /3 be-
stimmen. Wie man sich anhand von (4.44) leicht iiberzeugen kann, kann
man dies erreichen, indem man die Parameter der Normalform geméif

a=a/2rw,
b=b/2rw , (5.23)

c = é/4mw?
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Abbildung 5.2: Tr M — 2 der an der Bifurkation beteiligten Bahnen. Ausge-
zogen: numerisch bestimmte Spuren, gestrichelt: Hesse-Determinanten der
Normalform nach (4.47).
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skaliert. Der Parameter € skaliert nach seiner Definition (5.21) nicht. Eben-
sowenig skaliert k£ mit dem Magnetfeld, der Faktor 27 in Hess ® ist jedoch
geméf

k=k/2n (5.24)

zu beriicksichtigen.

Abb. 5.3 zeigt die mit diesen Daten berechnete lokale Naherung, wobei
allerdings statt des Realteils der Betrag des Ausdrucks in (5.20) dargestellt
ist, damit der schnell oszillierende Anteil exp {%SU(E)} entfallt.

Wie zu erwarten war, ist die Ndherungslosung am Ort der Bifurkation
zwar endlich, geht aber in einiger Entfernung vom Bifurkationspunkt nicht
in die Gutzwillersche Spurformel iiber. Hier wirkt sich aus, daff die Anpas-
sung der Normalform an den tatsédchlichen Verlauf der Bahnparameter nicht
gut gelingt. Insbesondere die Tatsache, dal die Wirkungen nur schlecht re-
produziert werden kénnen, beeintrichtigt das asymptotische Verhalten der
Losung, denn die Wirkungen erscheinen asymptotisch als Phasen in den
Summanden der Gutzwillerschen Spurformel, und wenn der Fehler in den
Phasen wS nicht klein ist gegen 2, kénnen die Interferenzen zwischen den
Beitragen verschiedener Bahnen nicht mehr richtig wiedergegeben werden.

Dariiber hinaus kann man auch in unmittelbarer Ndhe der Bifurkation
nicht erwarten, dafl diese Ndherung den wahren Wert der Zustandsdichte gut
wiedergibt, da die globale Parameteranpassung, wie sie oben durchgefiihrt
wurde, zu anderen Werten der Parameter fiihrt, als wenn nur die unmittel-
bare Umgebung der Bifurkation beriicksichtigt worden wire.

5.3 Die gleichmiflige Niherung

Um die Giite der Ndherung zu verbessern, kann man ausnutzen, daf} die Ko-

ordinatentransformation ¢ in (5.13) energieabhingig gewihlt werden kann.

Dies bedeutet, dafl man auch die Parameter «a, b, ¢ der Normalform energie-

abhiingig werden und fiir jedes feste ¢ = E— E, so zu bestimmen sind, daf die

Normalform die numerisch bestimmten Wirkungsdifferenzen reproduziert.
Um dies durchzufiithren, hat man die Gleichungen (4.44)

By = +4 (n+02) <(H:\/17+52> + 26,

o 22 (5.25)
R
mit
y = €
T 6el/3
atb (5.26)

- 6c2/3
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Abbildung 5.3: Beitrag der Bifurkation zur Zustandsdichte in lokaler Nihe-
rung. Ausgezogen: lokale Naherung, gestrichelt: Gutzwillersche Spurformel.
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nach den Parametern a, b, ¢ aufzulésen.
Dazu definieren wir

O+ D
=
= (77 + 52) + -nd (5.27)
h D ; o
= (+ %)%/
Aus der zweiten Gleichung folgt!
n=h"%_—52. (5.28)
Einsetzen in die erste Gleichung liefert dann
5% —36*%5 + 20, =0. (5.29)
Dies ist eine kubische Bestimmungsgleichung fiir §. Thre Diskriminante
ist
D =h3 —p2
_ %6<I>+<IL , (5.30)

und ihre Losungen lauten nach der Cardanischen Losungsformel

§=A\/—by —VD+X\\/=by +VD
_ %?{/—m —d —2/3, 5 + gi/—% o 12/, 5
L R IR % i A eeo M
da /O, ®_ = /P, \/P_ wegen &, >0

mit einer dritten Einheitswurzel

1 \/g
1, —= +i—
Ae{, 5 22}

Fiir D > 0 ist nur die Lésung mit A = 1, fiir D < 0 sind alle Losungen reell.

'Damit dies richtig ist, miissen wir h2_/3 abweichend von Anhang B so definieren, dafl
es immer reell wird. Wir definieren also

g2rs . [I-1° ihoeR
B G [ A i
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Wie man in Abb. 3.6 erkennt, ist &, > 0, und es gibt eine Nullstelle
gg < 0von ®_,sodaBB & > 0 fir e < gg und ®_ < 0 fiir ¢ > gy. Nach
(5.30) ist dann D > 0 fiir ¢ < gg und D < 0 fiir € > ¢¢. Damit also ¢ reell
wird, haben wir A = 1 fiir ¢ < ¢¢ zu wéhlen.

Um auch fiir € > ¢( die richtige Losung auswéhlen zu kénnen, fordern
wir, daf} 0 stetig von £ abhéngen soll. Dann kann A sich nur &ndern, wenn die
Gleichung (5.29) eine doppelte Losung hat. Dies ist der Fall, wenn D = 0,
also € = gp oder € = 0 gilt.

Im Bereich € > ¢ untersuchen wir das Verhalten von 7 in der Ndhe von
€ = 0. Aus den Wirkungsverldufen der Abb. 3.6 entnehmen wir

b =a’?+0 (63) ,
O :—F—ﬁs+(’)(62)

mit positiven Konstanten «, 3,T". Setzen wir aulerdem o = signe = +1, so
folgt nacheinander

VO =ace+ O (62) ,
Vo = \/—FJl + ga +0(2)

B 9 . )
da1+Fs+(9(6 ) > 0 fiir ¢ klein

p
:\/—_F—ﬁ&‘-i-(/)(&Q

(\/Ei\/{f: <i\/_—F+<aU:|:2\;i_F>5+O(62)>2
:_I‘—(ﬁ—2a0\/—_f‘)6+0(62) ,

- (VE £ vE) = WVH—M?T“‘THO@

3 8 F 2a0v/—T
=V en

3= 23 (vVar e va) e A (v - v
:wi/ﬂ(m & —i%A%m\/__F)e—i—O(sQ),

8+O(62) ,

312/3 312/3
0% = (RA)*T?/*
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2/3 _ 1
==

o <1+§e+0(62)>2/3

_1 2/3 1 2ﬁ 2
=T +Z3rwf*¥o(8)’
n =" - o2

::<i-—(%AF>IQB

1 2\ 28 oy daoyT
%—((Z—(%A)>3FU3——%AJA—ﬁﬁﬁr :

+ O (62)
da iv/—T = —VT

(@ — 0 )*°

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit der Definition

B 1 1 50
n= T & T ’

so folgt

1
A=—=
R 2

2
a9 >0;

3r1/3

S

und fiir die richtige Wahl von X erhalten wir endgiiltig

1 :0_ >0
A=3T e . (5.32)
—5 +i%signe P <0

Mit dieser Festlegung lassen sich 6 und 1 aus (5.29) und (5.28) bestim-
men. Weiter gilt nach (4.43) und (5.25)

— 623 —bh=— 5.33
a+b==6c"°6, a—b T (5.33)
2/35 £ b—3c2/35 4 &
a = 3c T 3c + T

Damit sind die gesuchten Parameter a, b, ¢ bestimmt; es bleibt noch eine ge-
eignete Naherung fiir den Vorfaktor X im Integranden von (5.15) zu wihlen.

Wir nehmen an, daf§i X nur von I, nicht aber von ¢ abhéingt. Fiir vier
verschiedene I, die den stationiren Punkten der Normalform entsprechen,
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ist der Wert von X aus (5.19) bekannt. Wir nidhern X an durch das Poly-
nom dritten Grades, das zwischen diesen gegebenen Punkten interpoliert.
Bezeichnen wir dieses Polynom mit p(I), so erhalten wir als gleichméfige
Né&herung fiir die Zustandsdichte

1 1 T,
d(E) = m §R6Xp {ESO(E) — ’LEI/}

/ 4y’ Py p(T) exp{%@(Y',Py)}  (5.34)

also ein Integral bekannter Funktionen.

Mit dieser Wahl ist sichergestellt, dafl die Stationdre-Phase-N&herung
des verbleibenden Integrals mit der Stationdre-Phase-Ndherung des ur-
spriinglichen Integrals (5.15) iibereinstimmt. Deshalb geht auch (5.34) in ei-
niger Entfernung von der Bifurkation in die Gutzwillersche Spurformel {iber.
In unmittelbarer Nihe der Bifurkation kbnnen wir hingegen, wie in Kapitel
5.2 erldutert, annehmen, dafl der Wert des Integrals von einer Umgebung
des Ursprungs bestimmt wird. Da unser Interpolationspolynom insbesonde-
re bei I = 0 den richtigen Wert annimmt, kénnen wir auch hier mit einem
guten Ergebnis rechnen.

Die Berechnung der Parameter a,b,c nach (5.33) wird in der Nihe der
Bifurkationen numerisch instabil. Dies hat zwei Griinde:

e Als Eingabedaten fiir (5.33) werden Wirkungsdifferenzen zwischen der
zentralen Bahn und den Satellitenbahnen benotigt. Diese Differenzen
werden in der Nihe der Bifurkationen beliebig klein und kénnen da-
her nur ungenau aus den numerisch bestimmten Wirkungen berechnet
werden.

e Der Parameter c ist ausgedriickt durch den Quotienten von 1 und ¢, die
in der Bifurkation beide durch Null gehen. Da die Bifurkationsenergie
E,, und damit auch e, nicht beliebig genau bekannt ist, verschieben
sich die Nullstellen von Z#hler und Nenner gegeneinander, und der
Quotient bekommt eine Polstelle.

Wie Abb. 5.4 zeigt, kann man den Verlauf der Parameter einfach dadurch
glatten, dafl man kleine Bereiche um die Bifurkationen aus den berechneten
Verldufen herausschneidet und durch eine lineare Interpolation ersetzt.

Abb. 5.5 zeigt das Ergebnis der gleichméfigen Naherung fiir die gleichen
Feldstirken wie Abb. 5.3. Bei v = 107'2 und v = 10~ erkennt man, daf
die gleichméfBige Ndherung in einigem Abstand tatsichlich in die Gutzwiller-
sche Spurformel iibergeht und daf der asymptotische Bereich fiir v = 10714
schneller erreicht wird. Bei v = 107!% wird der asymptotische Bereich auf
der Seite hoher Energien im dargestellten Bereich noch nicht erreicht. Dieses
Verhalten bestéitigt, dafl die Genauigkeit der semiklassischen Beschreibung
mit abnehmendem g = 7'/3 besser wird.
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Abbildung 5.4: Numerisch bestimmte Parameter der Normalform. links: ur-
spriinglich, rechts: geglittet.
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Abbildung 5.5: Beitrag der Bifurkation zur Zustandsdichte in gleichméBiger
Naherung. Ausgezogen: gleichméflige Naherung, gestrichelt: Gutzwillersche

Spurformel.



Kapitel 6

Einfluf3 von Geisterbahnen

6.1 Auftreten von Geisterbahnen in der Spurfor-
mel

Die semiklassische Né&herung fiir die quantenmechanische Zustandsdichte
mit Hilfe der Methode der stationfiren Phase, wie sie in Kapitel 2.3 be-
schrieben wurde, kann bedingt durch diese Methode nur Beitrige reeller pe-
riodische Bahnen beriicksichtigen; eventuelle Beitrige von Geisterbahnen,
die komplexen stationiren Punkten entsprechen, sind ihr unzugénglich.

Wie in Kapitel 2.3 bemerkt wurde, liefert die Methode der stationéren
Phase den fithrenden Term einer asymptotischen Entwicklung in A. Bali-
an, Parisi und Voros bemerkten jedoch ([Bal78]), daf§ fiir endliche Werte
von f auch exponentiell kleine Terme nicht nur im Vergleich zum fiihren-
den Term numerisch bedeutsam sein kénnen, sondern sogar dann, wenn
man eine vollstindige asymptotische Entwicklung in Potenzen von % be-
sitzt. Tatséchlich konnten Kus$, Haake und Delande ([Ku$93]) sowie Main
und Wunner ([Mai97a]) numerisch nachweisen, daf} sich die Genauigkeit se-
miklassischer Entwicklungen verbessern l48t, wenn man Beitrige gewisser
Geisterbahnen beriicksichtigt.

Setzt man in die Gutzwillersche Spurformel (2.34) die Daten einer Gei-
sterbahn mit komplexer Wirkung S = S’ +iS” ein, so erhiilt man aus der
Exponentialfunktion einen Faktor

. "
exp {%S'}exp {—%} .

Dieser Faktor divergiert im semiklassischen Limes 7 — 0 exponentiell, wenn
S” < 0 ist. Dieses Verhalten ist offensichtlich unphysikalisch und wider-
spricht auch der oben gemachten Aussage, dafl die Gutzwillersche Spur-
formel in ihrer urspriinglichen Form, die nur reelle Bahnen beriicksichtigt,
den fithrenden Term einer asymptotischen Entwicklung in & darstellt. Wir
kommen also zu dem Schluf, dafl nur Geisterbahnen, deren Wirkung einen

66
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positiven Imaginérteil hat, in die Spurformel einbezogen werden diirfen. Der
Beitrag dieser Bahnen zur Spurformel wird im Limes & — 0 exponentiell
klein.

Mit dieser Feststellung ist noch keine hinreichende Bedingung angege-
ben, die zu entscheiden erlaubt, welche komplexen Bahnen in der Gutzwil-
lerschen Spurformel zu beriicksichtigen sind. In den bekannten Beispielen
([Kus93], [Mai97a], [Mai98a]) liegt folgende Situation vor:

Zwei reelle Bahnen laufen in eine Bifurkation ein und verschwinden dort.
Auf der anderen Seite der Bifurkation existieren statt dessen zwei zuein-
ander konjugiert komplexe Geisterbahnen, von denen eine, deren Wirkung
positiven Imaginérteil hat, in der Spurformel zu beriicksichtigen ist. Wenn
man sich von der Bifurkation entfernt, nimmt dieser Imaginérteil, der in
der Bifurkation selbst Null ist, zu. Dadurch verschwindet der Beitrag der
Geisterbahn exponentiell.

Im Falle einer Tangentenbifurkation, bei der keine zentrale Bahn exi-
stiert, die auf beiden Seiten der Bifurkation reell ist, lit sich der Einfluf§
der Geisterbahn durch einen einfachen Vergleich der gleichmiBigen Néhe-
rung mit dem Gutzwiller-Summanden der Geisterbahn nachweisen (vgl.
[Kus93]). Falls jedoch eine reelle zentrale Bahn existiert, {iberdeckt deren
Beitrag den wesentlich kleineren Beitrag der Geisterbahn. Zum Nachweis
solcher ,versteckten“ Geisterbahnen benétigt man hochauflésende Analyse-
verfahren ([Mai98a], s.u.).

In unmittelbarer Ndhe der Bifurkation ist statt der eigentlichen Spurfor-
mel eine gleichméflige Ndherung zu verwenden, die die durch die Bifurkation
verursachte Divergenz der Spurformel vermeidet. Daher ist der Beitrag der
Geisterbahn erst in einiger Entfernung von der Bifurkation nachweisbar,
wenn die gleichméfBige Ndherung in ihre asymptotische Form iibergegangen
ist.

In dem hier behandelten Beispiel hat keine der beiden Bahnen, die durch
Bifurkation aus den reellen Satellitenbahnen hervorgehen, eine Wirkung mit
positivem Imaginérteil; durch eine zweite Bifurkation im Komplexen entste-
hen jedoch zwei Bahnen mit echt komplexer Wirkung. Es stellt sich daher
die Frage, ob eine dieser beiden Bahnen in der Spurformel zu beriicksichtigen
ist, obwohl sie nie auf den reellen Phasenraum trifft.

In einfachen Fillen, wenn die gleichméBige Naherung durch einen kata-
strophentheoretischen Ansatz analog zu (5.13) auf ein eindimensionales In-
tegral zuriickgefiihrt werden kann, 148t sich der Einflul von Geisterbahnen
durch eine Modifikation der Methode der stationdren Phase, die sogenann-
te Sattelpunktsmethode, untersuchen. Diese Methode, die dargestellt ist in
[Jef56, Section 17.04] und z.B. in [Sch97d] zur Identifikation von Geister-
bahnbeitrigen angewandt wird, beruht darauf, den Integrationsweg in der
komplexen Ebene so zu deformieren, daf eine Auswertung nach der Metho-
de der stationdren Phase moglichst gute Ergebnisse liefert. Dabei werden
gegebenenfalls auch komplexe stationdre Punkte beriicksichtigt.
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Da die Methode auf der Verformung von Integrationswegen beruht, 148t
sie sich nicht ohne weiteres auf mehrdimensionale Integrale verallgemeinern.
Ein analoges Verfahren, das iiber den Einflufl komplexer stationérer Punkte
auf das asymptotische Verhalten mehrdimensionaler Integrale zu entschei-
den gestattet, ist nicht bekannt. Daher konnen wir in unserem Beispiel die
Frage nach dem Einflul der Geisterbahnen nicht analytisch mit Hilfe der
Normalform untersuchen. Wir werden statt dessen ein quantenmechanisch
berechnetes Spektrum auf semiklassische Beitrdge der Geisterbahnen hin
analysieren.

6.2 Analyse eines Quantenspektrums

Das Skalenverhalten (3.3) des diamagnetischen Keplerproblems erlaubt es,
Spektren bei fester skalierter Energie E statt, wie bisher, bei fester Ma-
gnetfeldstirke v zu untersuchen. Wir bestimmen dann eine Zustandsdichte
beziiglich des Parameters w = y~1/3.

Fiir diese Zustandsdichte gilt ein der Gutzwillerschen Spurformel (2.34)
analoger semiklassischer Ausdruck

d(E) =Y AppelSrv (6.1)
pB
mit
S
App = 0 . (6.2)
|det(Mpp — 1)

Diese Darstellung hat den Vorteil, dafl jede periodische Bahn eine Modula-

tion der Zustandsdichte beitrégt, deren Amplitude A,p und Frequenz S'pB

vom Spektralparameter w nicht abhingen, wihrend die entsprechenden Pa-

rameter in der urspriinglichen Spurformel (2.34) energieabhingig sind.
Indem wir eine Summe der Gestalt

> A /Som v
pB

an die quantenmechanische Zustandsdichte anpassen, konnen wir also die
Wirkungen S’pB der beitragenden Bahnen und ihre semiklassischen Am-
plituden A,p identifizieren. Um dies durchzufiihren, benutzen wir ein als
harmonische Inversion durch Filter—Diagonalisierung bezeichnetes numeri-
sches Verfahren. Dieses Verfahren wurde von Wall und Neuhauser ([Wal95])
entwickelt und in einer auf Mandelshtam und Taylor ([Man97]) zuriickgehen-
den Variante von Main et. al. ([Mai98b]) auf Probleme der semiklassischen
Quantisierung angewandt. Es lit komplexe Werte fiir Amplituden und Fre-
quenzen zu und erlaubt es, aus dem gegebenen Signal nur solche Summanden
zu extrahieren, deren Frequenz in einem vorgegebenen Intervall liegt.
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Abbildung 6.1: Vergleich der klassischen Wirkungen mit den Frequenzen des
Quantenspektrums. Kreuze: klassische Wirkungen, davon fett: Ballon-Bahn
und asymmetrische Geisterbahn, diinn: instabile Geisterbahn; Rechtecke:
harmonische Inversion des Intervalls 125 < w < 209, Rauten: harmonische
Inversion des Intervalls 120 < w < 200.

Das uns vorliegende Spektrum umfaBt fiir eine skalierte Energie £ =
—0.38 die 11735 niedrigsten Eigenwerte im Intervall 0 < w < 210. In die
harmonische Analyse darf der Bereich kleiner w nicht einbezogen werden,
da der semiklassische Limes dem Grenziibergang w — oo entspricht und die
Darstellung (6.1) demnach fiir kleine w nicht gilt. Die Untergrenze, bei der
man die Analyse beginnt, hat man mit einer gewissen Willkiir zu wihlen,
dabei sollten die Ergebnisse von dieser Wahl nicht abhéngen.

Abb. 6.1 zeigt die gefundenen Frequenzen in einem Aussschnitt der kom-
plexen S-Ebene. Die Kreuze bezeichnen die Wirkungen der klassischen Bah-
nen, Rechtecke und Rauten die in der harmonischen Inversion auftretenden
Frequenzen fiir zwei verschiedene Analyseintervalle.

Im Quantenspektrum zeigt sich eine Reihe von Frequenzen, denen kei-
ne der untersuchten Bahnen entspricht, da wir aber nur Bahnen betrachtet
haben, die an einer bestimmten Bifurkation beteiligt sind, ist das nicht ver-
wunderlich. Dariiber hinaus it es jedoch die Genauigkeit der durch die
harmonische Inversion gewonnenen Daten nicht zu, den klassischen Bahnen
eindeutig entsprechende Frequenzen des Quantenspektrums zuzuordnen.

Sicher erkennbar ist lediglich, dafl der instabilen Geisterbahn keine Fre-
quenz entspricht. Da diese Geisterbahn reelle Wirkung hat, war dies zu
erwarten. Die Zuordnung der reellen Ballon-Bahn zu einer Frequenz ist hin-
gegen schon nicht mehr klar und I8t sich auch nicht kliren, indem man
auler den Frequenzen noch die in der harmonischen Analyse bestimmten



70 KAPITEL 6. EINFLUSS VON GEISTERBAHNEN

Amplituden heranzieht.

Entscheidet man sich, den Punkt a mit der Ballon-Bahn zu identifizie-
ren, dann entspricht der Punkt b der asymmetrischen Geisterbahn, die dann
zum Spektrum beitrdgt. Identifiziert man jedoch Punkt b mit der Ballon—
Bahn!, dann bleibt im Spektrum keine Frequenz mehr, die der Geisterbahn
entsprechen wiirde. Die Lage der Punkte a und b zueinander legt eine Iden-
tifikation mit der Ballon-Bahn und der Geisterbahn nahe, aber dennoch
kann die Frage nach dem Einflufl der asymmetrischen Geisterbahn auf das
Spektrum mit Hilfe der vorliegenden Daten nicht sicher entschieden werden.

Wiéhrend also die Identifikation ,,versteckter Geisterbahnen in [Mai97b]
und [Mai98a] mit dem beschriebenen Verfahren gelungen ist, reicht die Qua-
litdt der hier vorliegenden Daten dazu nicht aus. Die Tatsache, dafl die
durch harmonische Inversion bestimmten Frequenzen noch merklich davon
abhéingen, welches w—-Intervall zur Analyse herangezogen wurde, zeigt an,
da$B fiir eine sichere Bestimmung der Frequenzen die Vorgabe weiterer Eigen-
werte notig ist. Das von Main, Mandelshtam und Taylor verwendete Spek-
trum ist nur um etwa 15% linger, da die Dichte der Eigenwerte aber etwa
linear mit w anwichst, ist der Informationsgehalt in einem Intervall gleicher
Lénge bei grolem w hoéher.

Auflerdem wird die Analyse dadurch erschwert, dal die uns interessie-
renden Bahnen 2-3mal ldnger sind als bei Main et. al. Da die Anzahl peri-
odischer Bahnen mit ihrer Linge exponentiell anwéchst, ist die Dichte der
aufzulésenden Frequenzen in diesem Bereich deutlich gréfier. Hinzu kommt,
daf} das Verhéltnis von Imaginéir— zu Realteil der Wirkung unserer asymme-
trischen Geisterbahn kleiner ist als in den bisher untersuchten Fillen. Das
bedeutet, daf3 insbesondere eine genaue Bestimmung des Imaginérteils, die
die Geisterbahn zu identifizieren gestatten wiirde, schwierig wird.

Zum anderen scheinen die quantenmechanisch bestimmten Frequenzen
aber auch systematisch zu kleineren Realteilen hin von den klassischen Wir-
kungen abzuweichen. Bei der Auswahl der skalierten Energie, bei der das
Spektrum berechnet wurde, war zu beriicksichtigen, daf ein geniigend grofier
Abstand von der hier betrachteten Bifurkation und von der Entstehung der
Ballon-Bahn bei £ = —0.391 eingehalten werden muBte, andererseits aber
der Imaginérteil in der Wirkung der Geisterbahn nicht so grofl werden durf-
te, daf} ihr Beitrag fiir groie w allzu schnell abklingt. Ein eventueller Einflufl
der Bifurkationen auf das Frequenzspektrum sollte sich, wie es in [Mai98a]
geschehen ist, durch eine harmonische Analyse der gleichméfiigen Niherung
nachweisen lassen, die in diesem Fall die gleichen Abweichungen der Frequen-
zen von den klassischen Wirkungen zeigen mufl wie das Quantenspektrum.

'Der Abstand von a und b zur Ballon-Bahn ist etwa gleich grof3, obwohl der Abstand
von b in der Grafik wegen unterschiedlicher Mafistabe an reeller und imagindrer Achse
grofler erscheint.



Kapitel 7

Zusammenfassung und
Ausblick

In dieser Arbeit wurde an einem Beispiel gezeigt, dal das von Sieber und
Schomerus sowie Main und Wunner entwickelte katastrophentheoretische
Verfahren zur Konstruktion gleichméfliger Nidherungen fiir semiklassische
Spektren sich auch auf kompliziertere Folgen von Bifurkationen verallgemei-
nern la8t. In Féllen, in denen die sieben elementaren Katastrophen keinen
geeigneten Ansatz zur Beschreibung der Bifurkationen liefern, kann man mit
Hilfe der Normalformtheorie systematisch eine Ansatzfunktion konstruieren;
es ist daher zu erwarten, daf sich mit dem Verfahren im Prinzip gleichméBige
Né&herungen fiir beliebige Bifurkationsszenarien bestimmen lassen.

Bei der Konstruktion gleichméfliger Ndherungen sind nicht nur Bifur-
kationen reeller Bahnen zu beriicksichtigen. Der hier diskutierte Fall liefert
das erste bekannte Beispiel dafiir, dafl auch Bifurkationen, an denen aus-
schlieflich Geisterbahnen beteiligt sind, semiklassische Spektren beeinflus-
sen konnen, wenn sie geniigend nahe an reellen Bifurkationen auftreten. Bei
der Behandlung der hier verwendeten Normalform in Kapitel 4 zeigte sich,
daB eine solche Situation in drei von vier moéglichen Fallen auftritt, deshalb
scheint es wahrscheinlich, dafl dieser Effekt auch bei der Diskussion anderer
Bifurkationsszenarien hiufig zu beobachten sein wird.

In den bisher bekannten Beispielen hatte es sich gezeigt, dafl man die
Genauigkeit der Gutzwillerschen Spurformel verbessern kann, wenn man
Beitrige all derjenigen Geisterbahnen beriicksichtigt, deren Wirkung po-
sitiven Imaginérteil hat. In dieser Arbeit wurde untersucht, ob dies auch
fiir Geisterbahnen gilt, die in rein komplexen Bifurkationen entstehen, je-
doch konnte diese Frage anhand der vorliegenden numerischen Ergebnisse
noch nicht sicher entschieden werden. Hier bleibt also Raum fiir weitere
Untersuchungen. Die numerischen Untersuchungen kénnen mit Hilfe eines
umfangreicheren Quantenspektrums verbessert werden, und auch einer Ver-
allgemeinerung der Sattelpunktsmethode auf mehrdimensionale Integrale,
mit der sich die Frage analytisch angehen liefle, ist anzustreben.
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Anhang A

Semiparabolische
Koordinaten

Zur Beschreibung des diamagnetischen Keplerproblems verwenden wir semi-
parabolische Koordinaten (u, v, ¢), die definiert sind durch die Beziehungen

T = UV cosy ,

y = prsing, (A.1)
_1 2 2
f= 3 (=)

bzw.

L=r¥z, v=\r—z,

r:m2+y2+z2:%(u2+u2), o=2>4+y> =pv. (A2

Abb. A.1 zeigt die Koordinatenlinien in der (p,z)-Ebene. Linien mit
festen p oder v sind Parabeln, die symmetrisch zur z—Achse liegen und
ihren Brennpunkt im Ursprung haben. Die semiparabolischen Koordinaten
sind fiir die Behandlung des diamagnetischen Keplerproblems besonders gut
geeignet, da sie sowohl einen festen Punkt (den wir mit dem Kernort identi-
fizieren), als auch eine Richtung im Raum (die Richtung des Magnetfeldes)
auszeichnen.

Nach ihrer Definition (A.2) kénnen p und v nur positive Werte anneh-
men, wihrend die Hamiltonfunktion (3.6) auch fiir negative u, v definiert
ist. Bei der numerischen Behandlung der Bewegungsgleichungen (3.7) lassen
wir beliebige reelle Werte fiir 4 und v zu, haben dann aber Punkte, die sich
nur durch das Vorzeichen der Koordinaten unterscheiden, zu identifizieren.

Bei der graphischen Darstellung periodischer Bahnen in Kapitel 3.2 wur-
den die Bewegungsgleichungen immer so weit integriert, bis der Bahnverlauf
sich in diesem erweiterten Koordinatenraum wiederholt. Demnach zeigt ein
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Abbildung A.1: Koordinatenlinien fiir semiparabolische Koordinaten: p—Li-
nien ausgezogen, v—Linien gestrichelt.

solches Diagramm in einigen Féllen mehrere Perioden der Bahn im urspriing-
lichen Ortsraum.
Die Koordinatentransformation (A.1) wird erzeugt durch die Funktion

Fo = —papiv/ cOS @ — pypvsing — % (MQ _ ]/2) : (A.3)
Daraus folgt als Transformationgleichung fiir die Impulse
Pu= —%—71';2: Pz COS @ +pyrsing +p,u ,
pv=—%2=pyucosy +pyusing +p.v, (A-4)
0F>

D= —%5 = ~PalV Sin p—+pypv cos @
oder umgekehrt

_ Yputpp Po
Pr= — 53~ COS @—ﬁ% sin ,

}L2+V2
_ putipy Pe
Py= —py,r Sing+E cosg, (A.5)
_ Bpu—vp
Pa= e

Insbesondere gilt

Y DhREDL DY
22 2t




Anhang B

Komplexe Wurzeln

Fiir die Berechnungen der Kapitel 4 und 5 bendtigen wir Wurzeln aus kom-
plexen Zahlen. Wegen der Mehrdeutigkeit dieser Funktionen miissen wir
einen Zweig auswéhlen. Wir verwenden in dieser Arbeit Definitionen, die
einen Verzweigungsschnitt entlang der negativen reellen Achse besitzen, und
definieren fiir

z = rexp {ip} mit r >0, -7t <p<mw (B.1)

die Quadratwurzel

Vz = \/Fexp{ig} (B.2)
und die dritte Wurzel

e Vrexp{if} :—m<op<nm (B.3)
-V 2 € RO . '

Auflerdem definieren wir
k
2k = (?{/E) . (B.4)

Demnach ist insbesondere die Kubikwurzel einer reellen Zahl immer re-
ell, und die Quadratwurzel einer negativen Zahl hat positiven Imaginéarteil.
Die hier gegebene Definition der dritten Wurzel kommutiert mit der Kom-
plexkonjugation:

Vet = (Vz) (B.5)
und fiir positive reelle Zahlen A gilt

Vz =z (B.6)

'Von dieser Definition weichen wir in einem Spezialfall ab. Siehe dazu die Fufinote auf
S. 60
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Anhang C

Das Beugungsintegral

C.1 Ausfiihrung der Winkelintegration

Zur Berechnung der Ndherungen (5.20) und (5.34) benétigen wir das Integral

/OO dl o dpp(I)
0 0
exp {z (6 + aI? 4+ bI? cos(4g) + I (1 + cos(4<p)))} (C.1)

mit einem Polynom p(I) hochstens dritten Grades. Dabei wurde i = 1
und die Normalform (4.39) eingesetzt und zu kanonischen Polarkoordina-
ten (4.14) iibergegangen. Die Jacobi-Determinante dieser Transformation
ist identisch 1.

Mit Hilfe der Integraldarstellung

o dx exp {if cosz} = 27 Jo(f3)

fiir die Besselfunktion Jy, die sich aus [Gra65, 3.338.2] ergibt, 148t sich das
Integral iiber ¢ ausfithren, wir erhalten das eindimensionale Integral

o /Ooo dIp(1) Jo ((b+cI)1?) exp {i(el + al® + cI*)} . o

C.2 Numerische Auswertung

Der Integrand in (C.2) oszilliert fir I — oo immer schneller, wegen des
Polynoms p(I) nimmt jedoch die Amplitude der Oszillationen zu, so daf}
das Integral im allgemeinen nicht konvergiert. Wir verwenden daher einen
konvergenzerzeugenden Faktor:

27 /Ooo dI p(I) Jg ((b + c[)[2) exp {i(gl +al® + cI3)} exp{—pl"} (03)
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Dabei ist n > 0 ein Parameter, der die genaue Gestalt des konvergenzerzeu-
genden Faktors bestimmt, und wir suchen fiir festes n den Grenzwert p — 0.

Bei geeigneter Wahl von n wird das Integral fiir hinreichend kleine y einer
direkten numerischen Integration mit Hilfe von Standardroutinen zugéing-
lich. Ich habe diese Integration mehrfach wiederholt, wobei der Wert p in
jedem Schritt halbiert wurde, und die erhaltenen Ergebnisse polynomial auf
p = 0 extrapoliert. Fiir die in dieser Arbeit bendtigten Parameterwerte er-
halte ich mit n = 6... 10 und einer Extrapolationsordnung von 3 oder 4 eine
Genauigkeit von 7 bis 8 Stellen im Endergebnis. Dabei bestéitigt sich auch,
daBl das Ergebnis von der Wahl von n unabhingig ist.
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